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HIREA B s SE £H ЙЕЛ. 20 世纪 初 丹麦 数学 家 、 电 
气 工程 师 爱 尔 朗 (A.K.Erlang) 把 概率 论 应 用 于 电话 通话 问题 ,从 
而 开创 了 这 门 应 用 数学 科学 . 20 世纪 30 年 代 中 期 , 24 2 th 
(W.Feller) 引 进 了 生 灭 诗 程 时 ,排队 论 才 被 数学 界 承认 为 一 门 重 
要 的 学 科 .20 世纪 和 0 年 代 排 队 论 在 运筹 学 这 个 新 领域 中 成 了 一 
个 重要 的 部 分 .20 世纪 50 ERA R BR (D.G. Kendall) Zt Hp E 
作 了 系统 的 研究 . 他 用 马尔 柯 夫 (A.A.Markov) 链 方法 研究 排队 
论 , 使 排队 论 得 到 进一步 的 发 展 .20 批 纪 60 年 代 起 排队 论 研 究 的 
课题 日 趋 复 区 ,很 多 问题 很 难 求 得 精确 解 ,因此 开始 了 近似 方法 的 
研究 . 

排队 论 应 用 范围 很 广 . 它 适 用 于 一 切 服务 系统 .尤其 在 通信 系 
统 、 交 通 系统 .计算 机 存储 系统 和 生产 管理 系统 等 方面 应 用 得 最 
=. 

本 书 是 排队 论 研究 的 一 本 专著 .着 重 介绍 了 排队 论 的 基本 概 
念 . 基 本 理论 .基本 方法 和 当前 研究 的 主要 结果 (其 中 相当 一 部 分 
内 容 是 作者 近年 来 的 研究 成 果 ). 本 书 共 六 章 , 其 内 容 有 :预备 知 
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一 。 排 队 论 发 展 简介 

排队 论 起 源 于 20 世纪 初 的 电话 通话 .1909 一 1920 年 丹麦 数 
学 家 .电气 工程 师 爱 尔 朗 (A，K. Erlang) 用 概率 论 方法 研究 电话 
通话 问题 ,从 而 开创 了 这 门 应 用 数学 学 科 , 并 为 这 门 新 学 科 建 立 了 
许多 基本 原则 .30 10 БЕЛИ, (У. Feler) 51H T #E X ph E 
时 ,排队 论 才 被 数学 界 承认 为 一 门 重要 的 学 科 . 在 二 战 期 间 和 二 战 
以 后 ,排队 论 在 运筹 学 这 个 新 领域 中 成 了 一 个 重要 的 内 容 .20 世 
纪 50 年 代 初 肯 德 尔 (DD. G. Kendall) 对 排队 论 作 了 系统 的 研究 ,他 
用 骨 人 马尔 可 夫 (A.,Markoy) 链 方法 研究 排队 论 , 使 排队 论 得 到 了 
进一步 发 展 .他 首先 用 三 个 字母 组 成 的 符号 表示 排队 系统 .20 t 
纪 60 年 代 起 ,排队 论 研究 的 课题 日 趋 复杂 ,很 多 问题 不 是 很 难 求 
得 其 精确 解 , 就 是 求 得 的 解 非常 复杂 ,不 便于 应 用 .因而 开始 了 近 
似 方 法 的 研究 . 

排队 论 的 产生 与 发 展 来 自 实际 的 需要 . 实际 的 需要 也 必 将 决 
定 它 今后 的 发 展 方 向 .排队 论 应 用 范围 很 广 . 它 应 用 于 一 切 服务 系 
统 . 尤 其 在 通信 系统 .交通 系统 .计算 机 .存储 系统 .生产 管理 等 方 
面 应 用 得 最 多 ， 
二 、 排队 系统 的 组 成 部 分 

一 般 排队 系统 由 输入 过 程 与 到 达 规 则 ,排队 规则 .服务 机 构 的 
结构 、 服 务 时 间 与 服务 规则 组 成 . — 

1. 输入 过 程 与 到 达 规 则 .输入 过 程 一 般 是 用 (顾客 ) 到 达 间 霹 
时 间 来 描述 的 .根据 到 达 间 隔 时 间 所 服从 的 分 布 , 输 人 人 过程 可 分 为 
定 长 输入 、( 负 ) 指 数 输入 (Poisson WA) 3288838 A. JL fn 98 А. 
(Bernoulli 输入 )、 负 二 项 输入 与 一 般 输 人 .到 达 规 则 是 指 在 这 些 输 
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和 人 的 每 一 种 中 又 可 分 为 剃 个 到 达 .成 批 到 达 、 依 时 到 达 , 移 态 到 达 
等 .今后 如 不 特别 说 明 ,到 达 均 为 单个 的 , 即 每 次 只 到 达 一 个 顾客 ， 

2. 排队 规则 .排队 规则 一 般 分 为 等 待 制 , 损 失 制 和 混合 制 .在 
等 待 制 与 混合 制 中 通常 又 可 分 为 先 来 先 服务 (FCFS) .后 来 先 服务 
(1.СЕ5) .随机 服务 (ROS) .优先 非 抢 占 服 务 .优先 抢占 服务 等 .在 
混合 制 中 又 分 为 队长 (容量 ) 有 限 .等待 时 间 有 限 .此 外 ,还 有 顾客 
服务 后 反馈 以 及 共同 占用 、 占 而 不 用 等 等 .今后 ,如 不 特别 说 明 , 总 
认为 系统 的 排队 规则 为 等 待 币 先 来 先 服务 . 

з. 服务 机 构 的 结构 .服务 机 梅 的 结构 可 分 为 单 服务 台 . 有 限 
个 服务 台 与 无 限 多 个 服务 台 . 而 在 (有 限 ) 多 个 服务 台中 叉 可 分 为 
并 联 . 串 联 两 种 .今后 ,如 不 特别 说 明 ,服务 台 均 为 并 联 的 . 

4. 服务 时 间 与 服务 规则 .服务 时 间 是 指 服务 一 个 顾客 所 用 的 
上 时间. 根据 其 分 布 ,一 般 分 为 定 长 分 布 .指数 分 布 .几何 分 布 与 一 般 
分 布 等 .服务 规则 分 为 有 假 时 间 与 无 假 时 间 两 类 .在 有 和 纺 时 间 中 又 
可 分 为 穷尽 服务 .门限 服务 有限 服务 、 减 量 (decrementing) 服 务 . 
而 在 穷尽 服务 和 门限 服务 中 又 可 分 为 单 假 时间 与 多 假 时 间 两 种 . 
在 上 述 各 种 情形 中 又 可 分 为 单个 服务 与 成 批 服 务 .今后 ,如 无 特别 
说 明 均 措 无 假 时 间 单 个 服务 . 
三 、 排 队 系统 的 表示 方法 

1951 年 肯 德 尔 用 三 个 字母 组 成 的 符号 A/B/C 表示 排队 论 
系统 .其 中 A 表示 到 达 间 隔 时 间 分 布 ,B 表示 服务 时 间 的 分 布 ,C 
表示 服务 机 构 中 服务 台 的 个 数 .一 般 用 D 表示 定 长 分 布 ,用 ME 
示 指 数 分 布 , 用 Сео 表示 几何 分 布 ,用 E, 表示 > 阶 爱 尔 朗 分 布 ,用 
Н. ERR 相 超 指数 分 布 ,用 G 表示 一 般 分 布 .例如 ,M/A/M/n 表 
示 到 达 间 隔 时 间 与 服务 时 间 均 服从 指数 分 布 (参数 一 般 不 相同 ) 且 
服务 机 构 有 п 个 服务 台 的 排队 系统 ;M7GAL 表示 到 达 间 隔 时 间 
服从 指数 分 布 服 务 时 间 服 从 一 般 分 布 ,服务 机 构 只 有 一 个 服务 台 
的 排队 论 系 统 .后 来 人 们 在 三 个 字母 后 面 又 加 了 两 个 字母 ,分 别 表 
示 系 统 的 容量 和 输入 源 中 的 顾客 数 ,并 且 在 前 两 个 字母 的 右上 角 
加 字母 以 表示 每 次 到 达 几 个 顾客 与 每 次 服务 几 个 顾客 .例如 ， 

А 2 А 


M: /G" /1/m / NRI A К ® ЗК [И] Йй i BJ ЛЕА ЗЕ 3 zy fp , PE IK 
到 达 & 人 可 以 是 随机 变量 ) 个 顾客 ,服务 时 间 服 从 一 般 分 布 ,每 次 
服务 ?(7 可 以 是 随机 变量 ) 个 顾客 ,服务 机 构 只 有 一 个 服务 台 且 
最 多 只 能 容纳 m 个 顾客 ,输入 源 最 多 只 有 N 个 顾客 .如 果 只 有 前 
三 个 字母 , 则 表示 系统 的 容量 和 输入 源 中 的 顾客 数 均 为 无 限 . 

一 般 还 假设 到 达 了 间隔 时 间 序 列 [J;, i 之 1| 为 独立 同 分 布 随 机 
变量 序列 ,服务 时 间 序 列 1B;,i 实 1i} 也 为 独立 同 分 布 随机 变量 序 
列 且 这 两 个 随机 变量 序列 也 相互 独立 . 

四 、 排 队 系 统 的 主要 指标 

评价 一 个 排队 系统 的 好 坏 要 以 顾客 和 服务 机 构 两 方面 利益 为 
标准 ,就 顾客 来 说 ,总 希望 等 待 时 间或 带 留 时 间 越 短 越 好 ,从 而 希 
望 服务 台 个 数 尽 可 能 多 些 . 但 是 ,就 服务 机 构 来 说 ,增加 服务 台数 ， 
就 意 昧 着 增加 投资 ,增加 多 了 要 造成 浪费 ,增加 多 少 比 较 好 呢 ?” 硕 
客 与 服务 机 构 为 了 照顾 自己 的 利益 对 排队 系统 中 的 几 个 指标 : 队 
长 ,等待 时 间 、 服 务 台 的 忙 期 都 很 关心 .因此 ,这 几 个 指标 就 成 了 排 
队 论 的 主要 研究 内 容 . 

1. 队长 .队长 是 指 系统 中 顾客 数 , 即 正 在 服务 的 顾客 数 与 等 
待 服务 的 顾客 数 之 和 . 它 一 般 是 一 个 随机 变量 ,通常 要 求 其 分 布 和 
ВИЕ. 

2. 等 待 时 间 . 从 顾客 到 达 时 起 一 直到 他 被 接 爱 服务 时 止 这 段 
时 间 称 为 (该 ) 顾 客 的 等 待 时 间 . 而 称 从 顾客 到 达 系 统 时 起 一 直到 
他 被 服务 完 离开 系统 时 止 这 段 时 间 为 (该 ) 顾 客 的 逼 留 时 间 , 即 顾 
客 的 等 待 时 间 与 服务 时 间 之 和 .我 们 也 要 求 它们 的 分 布 和 前 两 阶 
Ж. 

3. ЯН. НЕКУ ARRE ЖИЫ ЫН ШО EE — Ё Я] 
服务 机 构 又 没有 顾客 时 止 这 段 时间 . 与 忙 期 相对 应 的 是 闲 期 . 它 是 
指 服务 机 构 从 开始 没有 顾客 时 起 一 直到 服务 机 构 有 顾客 时 止 这 段 
时 间 . 对 于 有 个 服务 台 的 系统 ,一 般 还 要 讨论 其 & PLS ACHI. 从 
系统 中 开始 有 k 个 顾客 在 等 待 括 务 时 起 一 直到 有 一 个 服务 人 台 空 
闲 时 止 这 段 时 间 称 为 该 系统 阶 繁忙 期 , 零 阶 繁 们 期 称 繁忙 期 . 忙 
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ЯН. 阶 繁忙 期 也 是 随机 变量 .一般 也 要 讨论 它们 的 分 布 与 前 
PRE. 

当然 ,对 不 同 的 系统 ,上 述 三 个 指标 的 重要 性 也 是 不 同 的 ,有 
时 其 至 是 没有 意义 的 .例如 , M/AM/%w 系 统 与 M/M /n/n 系统 ， 
讨论 需 客 的 等 待 时 间 都 是 没有 意义 的 . 


第 一 章 预备 知识 


$11 两 个 重要 的 分 布 
1.1.1 几何 分 布 


如 果 随 机 变量 £ 的 分 布 律 为 
Plé =k} =p, k = 1,2,3:--, 0<р<1, q = 1- pb, 


(1.1.1) 

ШЖ 上 服从 几何 分 布 , 记 为 上 一 Geo( p) , BA 
Е(&) = +, р(&) = %. (1.1.2) 
定理 1.1.1 БРУНЕЯ ВВЕЛА И F a 


题 等 价 ; 
(1) 有 服从 几何 分 布 . 
(2) P| > m + n|ë > n| = Р|Ё> mi,m,n = 0,1,2,.…. 
证 (1)=(2). 
P] = k}= pf, k = 1.2, 0< p <1,q = 1- >. 
” 则 由 条 件 概 率 定义 ,得 
PÍ£ > m +n, > п| 


PÍ|e > т +п|ё > пі = 


РЕ > пі 
_ Pl£ >m+nj _ g 
Pit>n|} Q 
= 4" =P|f >m}. 
 (2)=(1). H(2) 得 
PEZ туп! ple > m). (1) 
从 而 得 


Ріё >m-1-+ n] 


esp] = Plš>m-1),(m21), (i) 


. 5 - 


(j) - (i), 


PI£ = m +n! _ 
Ple > ni = Р|ё = m}, 
Вр 
Р|& = m+tn}= Р{ё = m}P|E >n}. (1.1.3) 
+ 
б(п) = PiE > nl, F(m)= Ріё = ml, т 221. 
д 


天 (ia + x) = G(n)F(Ə(m), Ë G(1) + Ё(1) = 1. 
J. i 
Р} = k}= С(1)Ё(#—1) = [GMP - 2) = 
= Ё(1)[б(1)] 1, £= 2 
所 以 服从 参数 为 p = FU) 的 几何 分 布 . 称 (2) 为 几何 分 布 的 无 记 亿 性 . 
定理 1.1.2 设 ,8&2,…,&, 为 7 个 独立 同 分 布 随机 变量 ,有 
E 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 .由 


Р Уа = |= дарф, k = r, r+l,r+2,-,q = 1- p. 

¿Tl k-1 
证 к= 2 ‚р +& = kje ра ==) 
= 中 ol 


所 以 > = 2 时 结论 成 立 . 设 + = 时 结论 成 立 . 往 证 + = n + 1 时 
结论 也 成 立 .因为 


pl Ss = a] = PÈ Јеж Ka = | 
- Ўр 
= Ўр (Ch Patin = рф) Cy 


= Ck = ИТ Уа, = С]. 


аа бенд 
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112 指数 分 布 
如 果 随 机 变量 和 具有 密度 函数 


Каж) = о. им 0, 42 0, 
ДЕА 2 уа 的 指数 分 布 , 记 为 上 一 了 (1,a) 或 上 一 M(a). 
定理 1.1.3 设 8 是 非 负 连续 型 随机 变量 . 则 下 两 命题 等 
价 : 
(1) & 服从 指数 分 布 . 
(2) 对 任意 实数 r.y > 0,88 
Pl|ë >z=+y|ë > rl= Plt > yl. 
命题 {2) 称 为 指数 分 布 随机 变量 的 无 记忆 人 性， 
证 (1)=(2), 设 & 服 从 参数 为 a 的 指数 分 布 , 则 


1, z=<D, 
ple> z=1=1 


e7, z>0. 
ЉТ, х,у Z 0, 
Ple>zx+s|e > xl= Plé> х+у,ё& > xi/Plée> z] 
Pl£ >z +yl/P le > z! 
= ete = e7% = Ple > у|. 
证 (2)=>(1), 由 (2) 成 立 ,得 
Plé> х+уі= Ple > х}Р|# > у}, x,y 20. 
R G(z) = p18 > zt. 则 上 式 变 为 
б(ж+у) = G(z=)G(y),z=,y 20, (1.1.4) 
НХНЕЖ z 2 0,34 0 < G(z) ФІ. y > z > 0. MI 
б(у) = G(y — z + z) = G(y - z)G(z). 


故 
G(y)— G(x) = [G@(y - х) = 1]G (z) <0. 
所 以 G (z) 在 区 间 [0，+ оо] 内 单调 不 增 .由 (1.1.4) 得 
Glat) = [Сб()]", #220. (1.1.5) 
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Ф: бо =|ëé(1)T a= 8088[s)= ах 由 
(1.1.4) 8 б(т) = [G(:)]”,# + = 二 ,得 


(Z) [Eà] = em“. 此 东 , 对 任意 有 理 数 + > 0, 有 
G(r) = а", (1.1.6) 
由 于 各 (z) 单 调 不 增 , 所 以 对 任意 实数 z > 0, 取 有 理 数 列 г, 与 
使 得 r k z.r, Y х, MWA 
Gr) < G(z) < Ëra), 
即 
”= G(z) < a' 
Фп o REMI G (z) = а". 
因为 0 过 a = GG) = Ple >11=<1, Нб(х) = Ple > z] = 
а, 2 0, B. £ 为 非 负 连续 型 随机 变量 知 0 < а < 1. 
А a = - Ina. 则 有 
а =e", Glz) = Р|& > z]= e“ ,z > 0. 
LH,“ ОР! < |= 0, MEA ~ Г(1,а). 
定理 1.1.4 2,2,0, 6, п ЗУ АЛЕ ВЕРЛЕН. 


6 Га,а) WSE ГОн,а) н Уле 为 具有 密度 函数 


айк"! е-е 
ко [ТОО 220 а > 0 (1.1.7) 
0 x=, 


É ЕВЗ Е ДИР ГО) = | x*1e-*dz, 称 了 (n) 为 参 


数 是 п НГ Ж. 
XT Г Ө НЭШ Г ЗА: 


Г(а+1) = аГ(а), га) (2 )= Ja. (1.1.8) 


证 я = 210,2, + 2, ИЧРЕ 
8 ， 


° 


fare (2) = л Соб — х)йх 


一 的 


т 
fate etarda 
0 


i 1-1 
0, z< 0, m 


=a ze 7, z > 0, > > 0,z —- z > 0 


х=2 


ER, H n = 2 时 结论 成 立 . 设 п = k ВРИЛ. EWE n = k + 


1 时 结论 志 成 立 . 记 了 = Уу, yo r,a) A ё, 8, 
i=1 


独 立 , 所 以 7 与 和 +1 独 立 . [4 


а) | CGO aC z)dz, 


| _ (а-а 
е. ае дк, = > 0, 
A Ге) . 
0, = = 0, 
tl 
тоту , < > 0, 
0, z =< 0, 


rl 


Жж, n = 上 + 时 结论 也 成 立 .由 数学 归纳 法 定理 结论 得 证 . 


一 般 地 ,如 果 随 机 变量 E 的 密度 函数 为 


абл? le 

— АМ + > 0 

дө -| ГВ) * a > 0,8 > 0, 
0, z = 0, 


则 称 服从 参数 为 8,a ЮГАЛ, АЗ Е — Y(8, a). i 8 = п, 
п 为 正 整数 时 , 称 & 服从 参数 为 a hn Br Erlang irti. У 8 = 工时 


称 & 服 从 参数 为 «的 指数 分 布 . 当 8 = а = 半 时 称 6 服 从 自由 
度 为 的 卡 方 分 布 ,并 记 为 ~ x*(x)[ = r[2,2)] .用 数学 归 


纳 法 易 证 如 下 定理 1.1.5. 
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定理 1.1.5 (1) 设 & ~ Г(1,а;), i=1,2,,n Hê, 

6.2, 相互 独立 , 则 - 
min( el ye Ën) ~ ra, >. г). 

(2) HE ~ Сео(р;), + = 1, 2, әп, КТУ ` `, Š, 相互 独立 ， 则 
min( 1, ,6 ) — Geo(1— Па- р) = Сео(1- П? q, = 1-р 

证 (1) H y, = = min(ë, , ë) 的 密度 函数 为 

亡 (z) = fs (х) [15 РК) |+ fsx) 11 - Fe (x)] 
дее + азе “e — арк = (ау + aje "tr >> 0 


0, х © 0. 
此 示 т = min(&,,&) ~ P,a, + аз), п = 2 时 结论 成 立 . 设 


п = k О ЕД, т = min(8. 名 六) 一 PG, Za ;), 往 证 


= 上 十 1 时 结论 成 立 . 由 于 т. 9 in 独立， вага, atie 则 
7+1 二 mint £l, ёз," - S 5.2 


£ 
= min( z, ke1) кы г(1, Уо; + аһа) 
izi 


á+1 


=T(1, Уе). 
此 示 于 = 天 + 时 结论 也 成 立 . 
证 (2) 因为 


Plmin(&,&)= | = Р[& = k,& Z А+ Pl = Ё,& > b| 
= pit e qh раф - q 
= (1 ~ 9192)(9192)*', 
k =,2,3,… ,其 中 ,9 = 1 一 pi,i = 1,2. 这 说 明 я =2 时 结论 成 
立 . 笨 下 的 证 明 其 方法 与 (1) 相同 . 
如 果 随 机 变量 £ НЖ Ж 
Дх) as 229 k, >0,0< 8 <1B28 = 1, 
0, х0, {1 


` [O ° 


则 称 服 从 R 相 ( 阶 ) 超 指数 分 布 . 


81.2 条 件数 学 期 望 
121 条 件数 学 期 望 。。 | 
没 Fe(z) 为 随机 变量 (0 ШЖ. ШЖ | |zldFe(z) < 
=, ж 的 数学 期 望 为 — 
Е(е) = | зав). (1.2.1) 


上 式 中 的 积分 称 为 Riemann-Stieltjes 积分 . 34 £ 为 离散 型 且 取 值 
ziyzrayziy 时 , 则 (1.2.1) REH 

E(8) = Daple = =l. (1.2.2) 
当 £ 为 连续 型 且 有 密度 fele) 时 ， 则 (1.2.1) Жж 


EI) = | f(z)dr. (1.2.3) 
设 g(x) Эх 的 连续 函数 ,如 g(&) 的 数学 期 望 存在 , 则 有 
E[g(#)]= ESE (1.2.4) 


设 A,B SW ЯНЕ ЕН РОВ) > 0, 则 在 事件 B 发 生 下 事件 A 


发 生 的 条 件 概率 定义 为 侍候 , 记 为 PCAIB), 妈 

P{AIB) = PAD (1.2.5) 
设 е, ВЕ И ДЕ 1 = y КЕШЕ 
分 布 函数 定义 为 
Р а ще.) Ne Pl = yl >0, 
z Jen y) (z,y) 
- f, G) 


Ple <zx|y =y} = 
(Ер) 为 连续 型 有 f(y) > 0 时 ， 


(1.2.6) 
. 11 А 


并 记 为 

Еа,(х1у) = plé<x17= у}. (1.2.7) 
由 条 件 分 布 咀 数 和 数学 期 望 的 定义 , 现 可 给 出 条 件数 学 期 望 的 定 
X. 


定义 1.2.1 如 果 | 1zj1daFsy(zly)<oo, 则 定义 在 了 = у 


— s 


下 & 的 条 件数 学 期 望 为 | ааа Се | y) За ЕСЕТ ү = >) Wie 
为 ECE | у), 8 


ag 


E(E | y) = ECI q= y) = |=aF,,(z |y). (1.2.8) 


因为 El(&1y) 是 y 的 函数 , 它 的 取 值 依赖 于 7. 故 当 我 们 把 EI y) 
中 的 > 换 成 7 时 , E (£ | 2) 就 是 的 函数 且 满 足 关系 式 : 当 和 = y 
时 ， 
Е(#1 5) = Ell y), 
我 们 称 EGI 2) 为 在 р 下 的 条 件数 学 期 望 . 
B 了 (El17) 是 ?的 函数 ,可 以 证 明 E(& 1 7) 还 是 随机 变量 ， 
如 果 其 数学 期 望 存在 , 则 由 (1.2.4) RA 


Е[Е(#13)]= [| ECE удав, (э). (1.2.9) 


TWMI: 4 Е || < оо 时 ,有 0 
Е[Е(215) |= Е(&). (1.2.10) 
н (1.2.10) 5 (1.2.9) 两 式 得 


Е(ё) = [Ес 7 = y)dF (у). (1.2.11) 
(1.2.11) 式 为 全 数学 期 望 公式 . 它 是 一 个 非常 有 用 的 公式 ， 
1.2.2 全 概率 公式 与 条 件 方差 


设 4 为 任 一 事件 . 令 
. 12 . 


l, ш € A, 
О, wA, 
Ж Tto) 为 4 的 示 性 函 孝 . 常 简 记 I. (о) H Ia ТА = lato). 
因为 E(I4) = P(A), 所 以 在 (1.2.11) 式 中 , 当 令 6 = I4 时 ,得 


Inla) = (1.2.12) 


P(A) = E(1)= | FG, 1 9 = y)dF,(y) 


= [рс | = у)аЕ, (у). 


即 


оз 


Р(А) = [PCA = У)4Ё(у). (1.2.13) 


称 上 式 为 全 概率 公式 . 
定义 1.2.2 WELLE- ElI n)]2 ! wi 存在 , 则 称 它 为 
在 ?下 二 的 条 件 方差 , 记 为 卫 ( 1 q) B 
р(#1 = El[£ - ECE) Pigi (1.2.14) 
定理 1.2.1 WMF E(P) < о, 
D(#) = E[D(#I )1+ D[E(# I 9)]. (1.2.15) 
证 明 见 [1]. 


81.3 WH (Poisson) 过 程 
1.3.1 随机 过 程 定义 


定义 1.3.1 设 (Q,T,P) 为 一 概率 空间 ,T 为 一 实数 集 , 如 
果 对 每 个 :1 E 了 ,都 有 定义 于 (2 ,T,P) 上 的 随机 变量 XG, o0) 与 
之 对 应 , 则 称 依赖 的 随机 变量 族 1XX(z,w),t € 了 | 为 一 个 随机 
过 程 . 

其 中 了 称 为 参数 集 . 它 可 以 是 离散 的 ,如 工 = [0,1,2,7 N}, 
或 了 = {1,2,3}, R T = [e 一 2, 一 1,0,1,2,…|; 也 可 是 连续 
的 ,如 工 = {;г:42>0}, Т = [a,b], Т = (— оо, + eo). ЖТ 
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中 的 元 素 上 为 参数 . 称 XU, o) 能 取 的 每 个 值 为 状态 , 称 所 有 状态 组 
成 的 集合 S 为 状态 空间 . 

由 上 定义 知 , 一 个 随机 过 程 实际 上 蚌 样 本 点 w 与 参数 上 的 二 
TTAR. o € О BAER, X, w) 就 是 + 的 普通 函数 . 称 它 为 随 
机 过 程 的 一 个 样本 函数 或 一 个 “实现 ”. 对 不 同 的 wE 8, 相应 有 不 
同 的 样本 函数 .因此 殖 机 过 性 也 叫做 入 机 基数 . 当 Т 固定 时， 
X(t o) 就 是 一 个 随机 变量 . 当 o Є 0 与 1 Є ТАЕ, X., 
о) 就 是 一 个 数值 , 即 随机 过 程 的 一 个 状态 , 当 工 为 连续 时 , 称 随机 
过 程 为 连续 参数 随机 讨 程 . ч T 为 离散 上 时, 称 随机 过 程 为 离散 参 
数 随机 序列 .简称 为 随机 序列 .如 果 对 每 一 个 辕 定 的 Є 工 ,随机 
变量 X(t,ow) 都 是 离散 型 的 ,就 说 随机 过 程 有 一 个 离散 状态 空间 ， 
否则 就 说 随机 过 程 友 一 个 非 离 散 的 状态 空间 ,由 状态 空间 S 离散 
与 否 ,参数 集 Т 连续 与 离散 可 将 随机 过 程 分 为 四 类 ( 见 表 1.1). 


31.1 
状态 空间 
£ ж а | 


连续 连续 参数 链 随机 过 程 
离散 离散 参数 链 随机 序列 


FAR 


为 了 书写 方便 , 常 将 {XX(t,@),t € Ti іХ), ZETLA 
时 在 不 必要 标明 参数 集 时 ,也 将 {XX(z,w),t € 本 | 记 成 {X(t)1， 
R Xu) R X. 参数 1 通常 是 模 时 间 这 一 物理 量 ,但 是 也 可 以 表 
示 别 的 量 ,* 也 可 以 是 多 维 的 .参数 : 是 多 维 的 随机 过 程 称 为 随机 
‚Ж. 


1.3.2 随机 过 程 的 分 布 及 其 数字 特征 


HIX) a € 人 | 为 一 随机 过 程 ,对 每 个 上 Є 本 ,我 们 定义 其 
一 维 分 布 函 数 为 
F,(z)= PIX) < z!, + € F. 


>4 z 变动 时 ,就 得 到 一 维 分 布丁 数 族 和 {F(x),t € Т}. НР 
维 分 布 函数 Fr) 我 们 可 以 定义 1X(z),t € TT} 的 均值 函数 
нхб1) 与 方差 函数 ax%(t)( 如 果 它 们 都 存在 的 话 ) 为 


их() = Е[Х(т)1= | zdP,(z), 


~ 60 


aa 


olt) = E[X(¿) ~ gz) F = | [z — ру(2) ldF (х) (1.3.1) 


对 于 ,2 € T REXI), € T | 的 二 维 分 布 函数 为 
F, a (T122) = Р\Х(г\) < хр, Хб) < x2) ‚1, T? € В 


ЖҮК, ИТЕ ВЕ АО Е ТВА h ЖЕРК. 
WRR st E T,E[|X(s)X(:)| 1< co, 则 记 

Буз.) = ВОХ) х0) = | | еа (зау) (1.3.2) 

Су(5,2) = Е[Х(5) — px(s) ИХ) ~ pxtz2] (1.3.3) 
称 Ryx(s,t),Cx(s t) ЗЯ XO), E T! 的 相关 (二 
EUR) аж УНЕ ЩА. 显然 akl) = Cyx(t,t),Cx(s,t) = 
Rx(s,t) — px(s) муб) 

类 似 地 ,我们 可 以 引入 多 维 分 布 琐 数 和 数字 特征 . 


1.3.3 МАЖЕ 


MEX 1.3.2 ИВЛ (ХО), > 0} КЕЯ W E Ж 
数值 ,如 果 它 还 满足 

(1) Х(0) = 0, 

(2) IX(:),: 20] 具有 增 量 独立 性 ， 
即 对 任意 个 参数 > tpa > tn- > s > t 2 0,85 Xz) 
= X, X (ta) — X(t) ses X(t) — ХКО, 1) 相互 独立 ; 

(3) 对 任意 5,1220, (5 + 2) — X(s) ~ p(t) ЁШ 
(Az) 
Et 


РіХ(5 +1) ~ Х(з) = kt = e“ 


‚8 = 0,1,2, A > 0, 


(1.3.4) 
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则 称 {X(z),t 之 0| 为 泊 松 过 程 , 称 参数 4 为 平均 到 达 率 或 强度 . 
一 般 X) 表示 在 时 间 间 隔 [0,:] 中 到 达 某 服务 台 的 顾客 数 . 


易 知 
(1) E[XG(:)] = м = D[X(:)],t 2 0, (1.3.5) 
(2) Rx(s,t) = Amin(s,t) + 228.8, 220, (1.3.6) 
(3) Cx(s,t) = Amin(s,t),s,t Z 0. (1.3.7) 


证 (2) 因 Rx(s,t)=E[X(s)X(z)],8k3M s<: 时 ,有 
Rx(s,t)= E!lX(s)[X(;)- X(s)+ Х(5)1) 
= EL[X(s)]E[X(t) ~ X(s)] + E[ X°(s)] 
= Às* A(t — s) + (As)? + As = às + А?зї. 
ВЖ, Ж (5,2) = Amin(s, t) + А25. HA Cx{s,i)= 
Ryx(s,t) – пу(5) руб), 所 以 由 (2) 立 证 (3). 
由 (1.3.4) 知 对 任意 t, A20,X(: + h)—- X(h)5 XA 
布 , 即 泊 松 过 程 的 增 基 具有 平稳 性 , 且 X(t +h) 守 X(t). 
因为 


ріх(е+ А) = XG) >0}= SIPIXG + h) - XU) = k! 


£=0 
у саа (АА) 
= эе kl ` 1, 


H(1.3.4) 知 ,对 任意 有 > 0, | 
PIX(h) = 01 =e = 1 АА +o(h) (1.3.8) 
РІХ(А) = 1} = Ahe”, 
故 lim +P|X(h) = 1| = д, 
Р\Х(А) = 11 = АР + o(h). (1.3.9) 
XH 
Р\Х(А);>2}=1-Р}Х(А) = 0|{- PIX(h) = 1} 
=1-[1-АА + о(А)) – [Ah + o(h)1, 
所 以 
РІХ(А) 22| = olh) (1.3.10) 
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设 zc, 为 泊 松 过 程 中 第 ”个 顾客 到 达 的 时 刻 , 记 
Ja = r, - тәп 一 TI123ro=0， (1.3.11) 

ИЛЕ Jen 2 1 | ph АО ПЗЕ aj НЕ ВУ ЇНЇ АЕ]. Л, 表示 从 
第 n -1 工 个 顾客 到 达 时 起 一 直至 第 л 个 顾客 到 达 时 止 这 段 时 间 . 

定理 1.31 设 泊 松 过 程 {1X(z),t 守 9 具有 强度 À, 
Han 21] 38 1X(t),t 守 0} 的 到 达 间 也 时 间 序 列 ， 则 
[Jon 22 1 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 且 J, ~ T(1,2). 

证 YrER, 当 z 志 0 时 , 则 P|ji<<t 直 = 0. 当 :>0 时 
P|] < i} = PIX 8) 21]= 1- PIX(;) = 0]= 1- е7“, 
所 以 万 ВЖ 


1-е, t>0 
F(t) = РІЛ < t| = 0, <o, ‚ШО, ~ Г(1,А). 
М! >0,п > 118 


PIJ, < t I J, = 116 n-1| 
#1 1 a-i 
= P|X(>)s + 0) - Х( уз) 211 X(27s) = n - 1| 
#=1 i=l #=1 


= P|X(2Is +0) = ХОЛА) 2 1|= PIXO) ~ Xx(0) 21| 


= 1-е 


35 2 << 0 PF, в 
Pijl, < |J= sal 4 n -1]1= 0. 
所 以 J, 的 条 件 分 布 函数 为 
Р дааа 4 10 
1- e. > 0. 
ER Ja Jida Jast Jn- 相互 独立 ,nn = 1.3... B J, — га, 
4), 具 而 结论 成 立 . 
推论 1.3.1 т, — P(n À). 
引 理 1.3.1 W XO) 表示 时 间 间 隔 [0,t] 中 到 达 某 服务 台 
| - 17 ， 


的 顾客 数 , Jen 之 1} 为 顾客 到 达 的 间隔 时 间 序 列 , 有 目 为 独立 同 
服从 均值 为 二 的 指数 分 布 随机 变量 序列 .出 对 任意 n ЛУТА > 
| > - > Łi > 05 п ФР = Ë, -1 = © = k, =0,# 
P 1X(:,) = ki X(t) = kast X Ctp) = р, \ 
T o-a- J [A Ct = 4-1) 186 >м (мн 
= Це M e Tt 
证 明 见 [2]. 
定理 1.3.2 Bf n >21}, X(t),t > 0] H5[BB1.3.1 
给 出 的 加 隔 时 间 序 列 和 收 机 过 程 . 则 | 多 (1) ,i 2 0| 为 具有 参数 A 
的 泊 松 过 程 . 
证 ”由 引 理 1.3.1 知 , 对 任意 上 六 0, 有 
БХ) = nl= е ОТ n= 0,1,2,.. 
所 以 
Р|Х(0)=0{= 1- PIX(0) >01]=1- Уе» G". 1,0 
=1-0= 1, 
BF Х(0) = 0. 
对 任意 *, 220 与 非 负 整数 二 ,由 引 理 1.3,1, 有 


P{X(s + t) — X(s) = n! = D PIXG + t) — X(s) = n,X(s) = k| 


= SIPIX(s + i) = n + k,X(s) = k) 


A м САР) as ASE а АР)" 
= 5), Ам)", tas) = с”. E 


Rp 


PIX(s+ 4) - X(s) = п} = еса CA) 


n! 
对 任意 n А, > 1 > > # > to = 0 以 及 非 负 整数 э 
k.A 2. Ё] 有 
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‚п = 0,1,2,'-. 


P |X(t) -Xto =&,Х(ь) 一 X(t i) =b", X (tp) —X(t, 1) =, } 


= Р}Х(,) = ki, X(t) = ki + koss X (ta) = Уы 


=? ;! |! 


= [{ PIX(:) - X(t) = А |, 
іх (г), t > ОВЕН УТЕ. A ñi K yE E. 
BIX). > 0138 ЖЖ À 的 泊 松 过 程 , 在 实际 问题 中 
ХО) 可 表 为 在 [0, 引 中 更 新 某 零件 的 个 数 , 则 у, 表示 第 i 个 零件 
的 寿命 ,A 为 单位 时 间 内 更 新 该 种 零件 的 平均 数 . 对 任意 时 间 上 > 
0 В tÆ rn = 0,1,2,…, 令 
а, = f — тх), B, = туун T Ё. 


f-x x f x itx 


Thy a B, туђи 


Ё 1-2 
则 称 а, 为 时 刻 ; 时 零件 的 年 龄 , 称 B, 为 时 刻 z 时 零件 的 剩余 寿命 . 
定理 1.3.3 (1)8, 的 分 布 与 1 无 关 且 吕 一 Г(1,А), 


0, хб, 
(2)a, 的 分 布 旺 数 为 F(x) = | -е7”,ф< х=, 
1, х > t. 


证 当 z>0 时 ,因为 
PIB < xz}= РіХ( + z)- X(t) > 0| 
=1-Р{Х(т+ z) — X(t) = 01 
=1-— e, 
当 xs 和 0 时 ,显然 有 Pi18<zl=0. 从 而 (1) 得 证 . 
(2) 因 为 
Р{а=,}=Р\ ух >21 P| >} = e, 


当 0<z 委 上 时 ,有 
Р|а<х|=рР\Х@)-Х(@-х)> 0} =1-Р{|Х(@)-Х(@-х)=0| =1~e *. 
м z=<0 8, ERA Pla <xz]=0. 33 >, BERA P |a <х| = 
1. 从 而 (2) 得 证 ， 

由 上 定理 知 F(x) 在 x= :处 有 第 一 类 间断 点 ,在 其 它 地 方 
均 连 续 ,所 以 о, 既 不 是 连续 型 随机 变量 ,也 不 是 离散 型 随机 变量 . 


0,z==0 КО 
但 是 аР, (а) = 0 жй. 
° 1- e ,zr>0 


81.4 伯 努 利 (Bernoulli) 过 程 


定义 1.4.1 称 随机 序列 {N(n),n 之 0] 为 参数 是 4(0<4<1) 
的 伯 努 利 过 程 .如 果 它 满足 下 列 三 个 条 件 ; 
(1) N(0)=0, 
(2) [IN(n),n220 | НЗ зу Ж Rk, 
(3) М(п+т)-М(т)-—В(пв,А),Җ Т m,n BAERE 
数 , 即 ， 
PIN(n+m)— Мт) = В| = ON ,k=0,1,2, 7, n A =1-А. 
由 此 定义 知 ,对 任意 非 负 整数 x ,有 
E[N(n)]= nA. DIN(n)]= тА, 
Жр Л=1-А.Н|М(я),л;>0 ARRERA TAB. 
定理 1.4.1 iS ADRE А BS AJPHEN(n),n=0] 
ВЕ Wg ВЧ (8 ВЕ 271, Ж] 17, 2211 E i,i,d EALE, В P |J= E| = 
Mt, =1,2,3,…, 即 J 一 Geo(2). 
证 定义 1.4.1 知 ,对 任意 正 整数 ,有 
P|Ji = |= PIN(k -1) = 0,N(E) = 1! 
= Р]М(Ё)— N(k —1) = 1,N(Ë —1) = 01 
= PING) – МВ - 1) = 1ÍPIN(E -— 1) = 0! 
= Ca 1. CAOA = А,Ь = 1,2,3,--, 
+ 20 . 


又 当 n>1 时 ,对 任意 正 整数 Бу,Ё..77.Ё, 1 k 85 
P|], =k = k,1< i= n-1| 


= рм +Ë) -N k: +Å - 1) = 1, 
КӨЗ? +k - 1) - мев) = 0} 
= PINC k +в) -NOŠ k t k k) = 1} 


-PIN k, +k-1) 035 = 0} 
= Al k = 1,2,3, 
此 示 Ja Ji, Jast Ja-1 相互 独立 , 且 J, ~ Geo(4), 从 而 定理 得 
ШЕ. 

51381.41 [Joi 之 1| 为 输入 过 程 {IN(n),n 2 0188] 
达 间 隔 时 间 序 列 , 且 1J;,i 写 1} 独 立 同 分 布 ,J 一 Gela) 则 对 整 
EK: ni.) > n, > 0 5 

UPESI = Ё; | 22 Ё; 220, = 1,2, e,m = 1, 
有 
PIN(ni) = El,N(n2) = kast Nng) = k | 


= С A% AmE ji Суат A ka PP 
证 ут = 1 时 ,因为 {N(#1) >} = [s < m] ,其 中 
- ур 为 第 &i 个 顾客 到 达 的 时 刻 , 所 以 


PING) = k |= PIN(n) 2 k, - PIN(na) 2 b, +1} 
= Pi Saj- P| © ni] 


21 Ш 
= SOA- У) санды, 
j=, j=& tL 


= С АМА" СӨ, = 0,1,2,.… ,nl 


. 21 > 


假设 = 上 一 工时 ,结论 成 立 .机 全 概率 公式 ,得 
PIN(ni) = kis N (nz) = kaye  N(n,) = ki} 


= P| m ST > nz, «ион D Na Ty KTh >m) 


"i 
= D P| h > ni isha ton + Jea Sm- isde КС 
i=] А 


+ hel = na i et t+ = n 一 і, Јын ++ Аз > n, 
_ iP] tr = i | 


r,i 


-5 У) Р{Ј t +, 


i=lj=# iti 
=n ij hati + >п, -i “jrd + +k <, -2—3, 
hat Ја > ninji pja = 4р\Ј a = | 
Ы! Zi 
=>; D P|aaa Sm i Dua 2 mij, 
mln itl 
Tk 1 < n, 一 1 一 了 > п, — š -jilplza = і 


“Ра = 2) 


- У > PIN(n; — i- j) 


ейр= пук 

=b Ё lse, Мп 2-5) = h Ву - 1. Pj = i 
f Pr 

- ў 3 Се -hs 一 和 La , ПСЕ Ap 


і=1ј= Л —itl 


_ -1 =. _ r. 
АА ЛАР та СТАО СА АМА hh ab An k, = П Сул, 
r= 


Ah k Ann (k D5 S) Ch h Kori Ай -, 


i=1i= = -zi+1 
t 
= П С, а дё Деп, (k С k 1) ch Ch -%, РЕЯ д k, 
r=3 r #—1 1 2 1 
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— = Ch дд“ “Тс кт. РСЯ 一 中 ада = 70. - k _ J, 
KR m = t 时 结论 也 成 立 . 由 数学 归纳 法 ， 引 理 1.4.1 得 证 . 

定理 1.4.2 设 |Ji,i 守 1| 为 输入 随机 序列 1N(n),n 2 01 Ë 
AARAA, E Joi 2 二 为 独立 同 分 布 序列 ,万 ~ Geo( A). Wl 
Nin), п ;> 0 为 参数 是 А 的 伯 努 利 过 程 . 

证 ”办 为 对 任意 非 负 整数 n HIk(E < xn) 有 

PIN(n) = 有 = СЮЗ" *, k = 0,1,2," m, 
所 BP1N(0)>01 = 22 P |N(0) =) =0. ATP | N(0) =0| = 1, 8 

NI(0)=0. 又 办 对 任意 整数 m,n 205 klnk 22:0), 11.4.1, 
PIN(m + n) -N(m)= k= Y PINO +n) = k + ¿,N(m) = ¿| 


= >C ААТ Ок" Ё = САА" Ё ‚= — 0, 1,- 


故 对 任意 m 个 整数 ;mr。 > nm-1 > … > т > no = 0 和 满足 : 27k, 


=n, (= 1,2,7", т) ВОЗЕ К kiskis skm DIVE 1.4.1, 得 
Р|М№т)- Миу) = ki Nína) 一 N(ni) = kara N nm) -N(n, i) = km} 


= P|N(n) = ki, NOn) = ky + kas Мам) = A 

= Ch лө ы] Ch 

= TĪ PING) мн) = hl. 

此 示 , МО л), n 之 01 具 有 增 量 独立 性 ,由 定义 1.4.1 本 定理 得 证 . 
$1.5 马尔 可 夫 过 程 

1.5.1 马 民 (Markorv) f Е УУ 


马尔 可 夫 过 程 是 一 类 很 重要 的 随机 过 程 . 这 一 类 过 程 的 特点 
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是 : 当 过 程 在 时 刻 to 所 处 状态 已 知 时 ,zo 以 后 过 程 所 处 的 状态 与 
to 以 前 过 程 所 处 状态 无 关 . 这 个 特性 岂 做 无 后 效应 ,也 时 马尔 可 
夫人 性 ,通俗 地 说 ,就 是 “已 知 现在 ,将 来 和 过 去 无 关 ”， 

定义 1.5.1 HIXG) ЄТ ВЯ. ЄТ,:=1,2,--, 
п.Н <<<. ЛУК Se a] S 中 的 任意 状态 zx1, 2,…， 
х, 1. ХОЖИЛ ЕА Й E ; 
PIXX 1) ==, 0, ХО, 2) е, 26, ХО) = ху} 
= р! Х(2,)<=х|Х(,-1) =х,-1|, z€ R, (1.5.1) 
MAIX) ETI ,具有 无 后 效应 性 或 马 氏 性 ,并 称 XG) ETA 
马尔 可 夫 过 程 ,简称 为 马 氏 过 程 . 

е P| X(n) <r X ltp 1) =2,-1| H (61-1 二 ,5), 妓 

F(t 1 To Its EPI X(t, < (2,1) =, 1, (1.5.2) 

称 它 为 马 氏 过 程 的 转移 概率 分 布 . 它 满足 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
《Chapman-Kotmogorov) 方 程 : 


F(s,z;t,y) = F Е(и,=2;?,у)а,Е(ѕ,х3и,х), 
s< u < £t< Т, (1.5.3) 
其 中 dF(s ,x ;u,z) 表示 对 FCs, ziuz) 关于 变量 z 微分 . 
证 ”由 全 概率 公式 得 
F(s,z;1,y) = PIX(t) < yl Х(+) = z) 


- | ріхОо)<уіхби) = z,XG)= zid PIXlu) < z 1 XG) = z) 
= | Pixo < y ! X(u) = zld,P1X(u) < z | X(s) = z} 


= | Рик „у)Р(з riue). 
定义 1.5.2 ” 设 随机 过 程 | X(z),t € 下 的 状态 空间 S 为 R 中 的 可 
列 集 . 如 果 对 了 中 任意 nT t < b < +: < „ДИ 
P| X(t) = i Xt) = i Xt = i, — 1] > 0 
的 状态 i € sk = 122, -LERE i Es HA _ 
Р|Х(2,)= in | X(z, i) = ¿n Kt 2) = ХО) = | 
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= PIX) = is | Xí) = а}, (1.5.4) 
则 称 {X(#),t Є T) 为 马尔 可 夫 链 ,简称 为 马 氏 链 .如 果 人 还 是 可 列 离散 
ЖЛ х), € T| 为 离散 参数 马 氏 链 . 如 果 工 是 连续 参数 集 , 则 称 
1{Х(@, € 了 | 为 连续 参数 马 氏 链 . 


1.5.2 ”连续 参数 马 氏 链 


对 连续 参数 马 氏 链 . 一 般 没 其 状态 空间 为 工 = 10,1,2,…|} 或 = 
10,1,2,…,N|} . 设 参 数 集 T = [0, + о). ЯЖ, і ХО), € 工 | 可 以 写成 
FXG) 201 ,并 记 P|XCs + z) = ; | X(s) = ilH р (5,7), Bi 

5651) = p| Х( +21) = j| XG) = ilij € Lst 20, (1.5.5) 

如 转移 概率 {条 件 概率 )p;(s,t) 只 与 1 有关, 而 与 s AR, ИЖ 
1X(z),t 实 0| 为 连续 参数 齐 次 马尔 可 夫 链 ,并 记 р, (5,2) 为 р (г), E 
ња) = PIXG +1) = j| XG) = 41 = РХ) = 3 1Х(0) = il, 


i,j € L, 1220. (1.5.6) 
显然 ,有 
p (20, 1,361, t20, 
Уруб) =1. (1.5.7) 
我 们 规定 | 
1, ј= +, 
#00) = ó; = 1.5.8 
2:00) = ô; 0, ji. (1.5.8) 


今后 如 不 特别 说 明 本 章 涉 及 的 马 氏 链 均 指 连 续 参 数 齐 次 马 氏 链 . 
(1.5.6) 式 可 写成 矩阵 形式 ; 
PCE) = [5;()],;є1, í 20, (1.5.9) 

E ,.220,1,3 E 了 , 则 由 全 概率 公式 得 
b; (s tt) = P{X(s +) = ; | X0) = i} 

= DP{X(s + z) = ;,X(s) = k | X@) =] 

k€I 
= >IP[XG +t) = ј 1 Х(5) = #IP|XG) = k | XO) =] 


EET 


= 2 pa (s) pyle) , 
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即 
puls + t) = Dpals) pult), ij € I, s,t 0,(1.5.10) 
€ i 


W. L s£ 1 £ 22 £: 3 3y ND ЕБЕ С-КОСһартап-Коіторогоу) 方 
程 .也 可 把 它 写成 如 下 的 短 阵 形式 : 
P(s+ t) = P(s)P(t),s,t Z 0. (1.5.11) 
定理 1.5.1 由 (1.5.6) 式 给 出 的 p;(i) 是 i Н — ЭЕ P 
(2220). 
证 ”对 任意 h > 0, 有 | 
bilt + h) — p (= 2 pa(h) py) pa (z) 
=pa(h)pa(t) 一 p (t) + 之 palh) pyle) 
=- [1 - pa(h)]p (r) + 2) palh)py(t) 
>®—[1- Риб) lp) z= [1 ~ ра(А)1. 
(1.5.12) 
由 (1.5.12) 式 又 有 
эһ + t) ру) < >) ри(Һ)р@)< У) palh) = 1- palh). 
k€ 1,651 k€ 1,456 
所 以 
раба +2) – ра) [1 p (h)—0,(4 h—0 + 0 Bf). 
X h < + ;>0) 同 理 可 证 上 式 成 立 .从 而 p; (r) Æ 
5р. | 
定理 1.5.2 (1) lim HI- pa(t)] = qi € I, 


(2) lim Р) 


р = 9»1,ј € 1,3 # š, 
其 中 q; = Pali Ps = P|X(T,) = ; | X(0) =i}, T; HAE 
5: 停留 的 时 间 ( 然 后 链 进入 状态 у), 
_ 1 
9: 一 Е(Т;)` 
证 ”由 [3] 的 引 理 5.1.1 与 引 理 5.1.2 可 证 .由 定理 1.5.2 知 
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= р; < Же Чг 2 Ti T = ‚рәт = q 
маназ, 8) 


n Pa) ,pay(t) — p; (0) , . 
0 < 95 T dim £ 7 dim, £ 一 0 Е Р 800), 
RE. 
_ 1: 一 pult) Раб) - b (0) 
0<4 = гр 1—0 =- lim, t — 0 =- 2.0), 
即 
' (0) = is ГЄ I 
K To КЕ (лз) 
Pi(0) = 45, i,j € I, j> í 


记 qu = ~ g, . ДИЖЕ 
Q = [qj lijer = [p (0)1,, ;€r (1.5.14) 
ЕЗЕН p) = [p (:)];. e r ЙИ HEDEF sk Pr Q РЕ. 
由 (1.5.14) 式 知 ,g; 是 p (r) 在 0 点 的 右 导数 . 
定理 1.5.3 ”对 任意 状态 ; C IM q <, = У) д 


Є, 

H lim 2300) = ауе j +i Є 工 一 致 成 立 , 则 

PG) =- qp (t) + У) рб) gser, (1.5.15) 

КЕТ, Ау 
Ж ор) = PIX) = 了 之 0. 称 (1.5.15) 为 柯 氏 前 进 方程 . 
证 ”这 里 仅 给 出 了 为 有 限时 的 证 明 . 因 为 

p(t +t Az) = Р{Х( + Az) = il 

=>)Р{Х(т+ Мм) = jl X(t) = kIP|X(:) = k] 


k€ I 
= Spy (Ағ) р, (2), 
所 以 
+ = а д2 (r) pu (at) т b; (1 


= Eal) pa (A) -pa > Palt) рь (At)] 
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-= 名 (+ >, p(t) 


今 At 一 0 + 0, 由 定理 1.5. 2 和 定理 假设 得 
py (t) 三 一 gp (t) + > pal t) qu. 


定理 1.5.4 如果 存在 to > 人 0 使 得 对 任意 i,r Є LA p, (ы) > 0, 
则 对 任意 ij EILA 


ba (Az) 
А: ` 


lim py(t) = Xi 
与 i 无 关 . 证 明 见 [3] 中 定理 5.1.4. 
定理 1.5.5 如 存在 io > 0 使 得 对 任意 i,r € I# pelto > 0, 
(1) limp(t) = я, j € 1, 
(2) limp; (z) = 0, ; € I. 
证 (1) 这 里 仅 就 了 为 有 限 集 证 明 . 
limP,(z)= limP | X(#) = у} 


lim OP |X(z) = j | X(0) = ;|P [X(0) = i} 


1 


lim 2 Py(t)PIX(0) = i} 


DP{X(0) = | = x; 

证 (2) 如 果 存在 JE 工 使 得 Imzi(i) = cj 天 0, 则 当 c; >0 
时 , 取 а, 使 得 c > a, >0. 干 是 存在 20,483 :之 to 时 p” (1) 
Za;. MA 
lim 6,00) = lim[ (05) + | руе) а 2р0) + a lm| ао, 
1 一 oo {ao 0 су 


此 与 pS TE. S c;<0 时 类 似 可 推出 矛盾 ,从 而 (2) 得 证 . 
由 定理 1.5.3 与 定理 1.5.5 得 


Sry = 0,3 EI, Ж х0 = 0, (1.5.16) 
#ЄЇ 
其 中 т = (mami mz l). HHE 2 ул, = 1, | re ,大 Є пц 
RET 
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氏 链 的 平移 分 布 . 即 由 方程 xQ = 0 н Эл, = 1 可 解 得 极限 分 布 
лу = Нв рь(2),А Є І. (1.5.17) 
定义 1.5.3( 生 灭 过 程 ) BIX), 20 ARA RAZM I 
(或 1 ) 的 连续 参数 齐 次 马 氏 链 .如果 其 转移 概率 р. (+) 满 足 :对 
任意 让 7E 
Piiti(t) = Ag ТОСЕ), А; 20, 
ваб) = pt tO), ро= 0, 24 121 Fr м; 220, 
palt) =1— (А; +) +00), 
pa) = 0(:),13- 21222, 
则 称 | X(z),t20| 为 生 灭 过 程 . 生 灭 过 程 的 状态 是 相通 的 . 易 见 有 
а= М + р, фла Аа 9 0,13 1122. ЕКЕ Н 
ЖОО) 


(1.5.18) 


— А А 0 0 0 0 

щш +) А 0 о 0 

О= | 0 E2 一 (А; +) А 0 0 
0 


0 0 из —Qatps) Аз 


(1.5.19) 
如 果 连 续 参 数 齐 次 马 氏 链 的 密度 矩阵 Q = [ q, 1 R. : 1—0 
iES 有 
эз) Еш q =, (1.5.20) 
则 称 Q 或 连续 参数 齐 次 马 氏 链 是 保守 的 . Ж Е 


q; 
=[rs], 其 中 +; = U д, 920, (1.5.21) 
4: = 0 
为 相应 于 Q ВВК ВЕ SRU RE 为 转移 概率 矩阵 的 离散 参数 马 
氏 链 为 原 连 续 参 数 马 氏 链 的 跳跃 链 . 
由 定义 1.5.3 知 , 生 灭 过 程 (的 Q 和 矩阵) 是 保守 的 ,其 跳跃 答 
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ВЕ 


"i, (1.5.22) 


Ж 
lI 
© 
„> 
ә 
© 
> 
ta 
© 
© © © ° 


0 0 р; 0 рз 


其 中 „=, PS1- po i>1, 当 XA0=0 时 ,ro=1,po=0, 当 
Аа 20 时 10， po=1. 
如 亲生 灭 过 程 满足 条 件 &; 二 0, 则 称 它 为 纯 生 过 程 . 3 E X 
过 程 满足 条 件 3; 三 0, 则 称 它 为 纯 灭 过 程 . 生 灭 过 程 的 前 进 柯 氏 方 
程 为 
A 
Polt) = -Mopolt) + rb (t). 
(1.5.23) 
如 果 在 时 刻 0 过 程 处 于 状态 i€€ 了 , 则 上 方程 的 初始 条 件 为 p.(0) 
=1, pa (0) =0,& 关 7. 如果 生 灭 过 程 的 平稳 分 布 | m k 20E, H 
{1.5.16), 它 应 满足 方程 组 ， 
= (At jdm t àj- у ружа =0, j=1,2,3,., 


Yal, 
ЄТ 
由 第 一 式 得 
рула Аду руку А-у = pimi 7 Ад. 
А 4 
由 第 二 式 得 к= соло, АИ 
Та 
т, = ОАА. (1.5.25) 
ГАТР k 


由 (1.5.24) 中 的 第 三 式 得 
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ы А оА1А2°°*А»-1\ _ 
=(1+ 207122 “El 1, (1.5.26) 
о j мін 
Дод" Ак-| 


Agài'Àk-1 = -1 со 
从 而 知 级 数 > 28 ШҮ нашу) Ai < ә, 


则 生 灭 过 程 的 平稳 分 布 存在 , 且 由 (1.5.25) 5(1.5.26) 式 确定 . 
$1.6 更 新 过 程 


1.6.1 定义 与 有 关 概 念 


设 E êz, ss … 为 相互 独立 非 负 的 随机 变量 , 且 Ez, 3 
同 分 布 ,8i 的 分 布 函数 记 为 Fi(1) ,62 的 分 布 函数 记 为 Fa), S 


ю=0,„= 78, я=1,2,3,- (1.6.1) 


定义 1.6.1 а №0) = maxi n: sZt}, (0) = 0,7220, M] 
RING) 22010 — 8 E Sr bt: 如果 Е (2) = Р (г), ИЖ 
ING) SO AERE, РОНЕМ, Ж F. (t) жЕ 
更 新 分 布 ， 


由 此 定义 ,显然 有 
INGt)=01=1S,2], 
ои ае а. (1.6.2) 
INGJt)< nl = {5,227}. 


在 实际 中 ,N(z) 一 般 表 示 在 时 间 区 间 [0,z] 中 更 新 某 设备 中 
相同 元 件 的 次 数 ,&, 为 第 xn 个 元 件 的 寿命 , 5, Эп 个 元 件 更 新 
的 时 刻 . 如 果 在 :=0 时 安装 了 一 个 新 的 元 件 , 则 |N(t),t 宇 01 就 
是 更 新 过 程 , 如 果 在 上 =0 时 ,已 有 一 个 元 件 在 运行 (工作 ), 则 
IN(:), 220 1 就 是 一 般 更 新 过 程 . 记 

т(1)= ЕМ )], #220. (1.6.3) 
ШЖ m (г) ТЖК. 
ш (1.6.2) 
ING) >n} = 5,62 |. 
. 31 . 


从 而 


m(t) = E[N(2)] = DnpIN() = |= УРАМ) 2а) 


= SPIS, < |= DFG) * Р (0), (1.6.4) 


< 5 
其 中 严 * (ЧН FOR (ис), F (2) = U(z)= r o 


Fr* (2) = Kasa (:- z)dF(z),n 21, (1.6.5) 
因为 
т(ғ) = 2 File) * P" (e) 
= F,(t)*[F9* (t) + F(t) + Е(:) ж F(t) 
+ ЕЗ" (e) £ Е (т) + =] 
= F,(2)* U(r) + F (z) * F(z) ж [F° (2) + F(t) 
+ F2* (£) + F3" (т) + +] 
=F,G)+ FG)* Ў) Бу) * F'* (a)=F,(2) + FG) * m(2), 
即 
m(t) = F(t) + PG- z)dm (t) 


= ғ) + [т — z)dF(z), (1.6.6) 


称 更 新 函数 m ( t ) 满足 的 此 方程 为 更 新 方程 , 它 的 解 在 有 限 区 间 
上 是 有 界 惟一 的 ,并 由 (1.5.47 给 出 . 

с F(t), Ег) LST 分 别 为 (5) 与 f(s),m(z) 的 LST 为 
ибх), Ёр 


(х) [ечат ло) — Fear), 


Р) = | edl), Rs) > 0, 
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贴 由 (1.6.6) 得 
(з) = | “ap, Со) + [z aF) x m (t) 
= fils) + f(s)u(s), 
(因为 卷 积 的 LST 为 LST 的 乘积 ) , 即 


Лб) 
uls) = Г O 


称 一 般 和 更 新 过 程 | Ni) ,之 0 是 平稳 的 ,如 果 
b =| arte) < co, F, (z) = yfo ~ Е(х))ах, t20. 
这 是 因为 


ло = Гев о = |е Fa = tA, 


R.(s) > 0. (1.6.7) 


所 以 ,由 (1.6.7) 得 
а(х) = Ł. (1.6.8) 
从 而 


mlt) = =. 


1.6.2 更 新 定理 


当 i cott, m (it) 的 性 态 是 更 新 理论 关心 的 中 心 问题 ,其 性 
态 由 下 面 的 更 新 定理 给 出 .下 面 这 些 更 新 定理 是 关于 更 新 过 程 给 
出 的 , 供 是 它们 对 一 般 更 新 过 程 也 成 立 . 

定理 1.6.1 


1 
ws b<oo, 
0-07 
f 0, b=, 
ЕФ = F tdF(t). 
证 因为 Sye) <:<5мә +1, AEA 
` 33 А 


SNe < «мон 
Мин) АХ М)? 


记 N(o)= limN(z》. 又 因 


РІМ) < œ} = У]Р1МК(®) = a| = 31P1S, < 0,8, >] 


= SIp[|š& = %|= 0, (РЁ, < =о}= Еб) = 1) 


从 而 PINC) = e°] = 1. 由 强大 数 定律 有 


Sw . ми) 
im REJ = lim g 226 = Еб) = b, a.s. 


Эмо) )+1 一 lim SN ri ‚Ма +1 


lim NGY ми) +1 NGO ~ b, а.з. 
1 
_— А N(t) _. +° b < со, 
所 以 lim суг; у = = 5, 从 而 lim = |, w 
定理 1.6.2( 基 本 更 新 定理 ) 
1 
lim 009 dets з (1.6.9) 
| 0, b= о. 
证 MM b < оо 时 ,因为 Suey = t + 8,, 


E š, 其 中 &; 为 一 个 元 件 的 剩余 寿命 ( 兄 


t 
—=*—— -3A EL Sya] = t + ELE). 
Smn h Skew N(:)+1 


xH El Sjea] = EL > &] = 


Ю 1-3 
ЕМ) + 1JE(& ) = AWA +1] = b[m(t) +1], 从 而 
mü) 1 _ 1 El) 
r tait >44 5 (H E(#,)220) (1.6.10) 
故 
liminf (> +. (1.6.11) 
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0, z, 
今 Ки n 


= > £ n> 1,A 为 任意 正 数 


Ẹ = Enr Ё, < A 
. >A 


М(ї) = maxÍ n: S, < t], m (t) = E[N(:)], £ 2 0. 
EALING) e > 0| 中 元 件 的 剩余 寿命 . 易 见 &， < A. 由 (1.6.10) 得 


тб) 1 A,l1 


其 中 如 = ER) < b < %. 因 此 


(1.6.12) 


E BTS, < S, iNO) < МО), А m) < m(t). Ц 


mG) < 


limsup L) < limsup (2) < E (1.6.13) 
ATA RIER, Ф Аз =, 
ba = | хаР (х) | хаЕ(х) = b 
和 
limsup (O) < L. (1.6.14) 
由 (1.6.11) 与 (1.6.14) 立 得 lim "0 = +. 
Щр = co 时 , 仍 利用 上 述 的 更 新 过 程 1N(z),t 201, H 
(1.6.14), 3 A— o A$, НФ ba 一 0, 立 得 lmsup "000 = o; AT- 


lim zl) = 0,2 Ж 1.6.2 ИЕН. 


定理 1.6.3( 关 键 更 新 定理 ) W Q(t) 在 区 间 [0,%) 内 是 一 
ЛЕЯ Жэй а, Н. 
+ 35 ° 


N Q()dr <=. 


则 
fF 1 [> 
im| QG- т)ат(«) = 00). (1.6.15) 
Ж b= 120. 
定理 1.6.4 ШЖ F(t) 不 是 格子 分 布 函数 , 则 对 每 个 h> 有 
l һе 
осна 20 (1.6.16) 
i 0, b= o. 
如 果 F(1) = XIP,U(t: — kr), (1.6.17) 


其 中 了》 р, 三 1, Р, 2> 0, = 0,1,2, :--, po = 0, 8 rc 是 一 个 正常 数 
k =Ü 


《 称 为 周期 ) , 则 称 F(:) ATAM AR. 
证 ”在 定理 1.6.3 中, 令 
1, 0<1{<А, 
Q(t) = | 


0, >R. 
ЩІ Н (1.6.15) 得 
mj, QUe- r)dm(z) = Ша] amr) = im[m(2) -m(1-h)]= 


了 工作， 下 上 m)-mlt-h)_1 ; 
|, а= m G) ЕА 1 amna. 


1.6.3 年 龄 与 剩余 寿命 的 分 布 


在 任意 时 刻 (+ >0)iE 
тако 
E+1(t)= Suojat. 
ЖЕ. (2), Е, (ЯЕ ; 时 元 件 ( 随 机 变量 2) Е Б Ж ЯФ 
Ж. Е GERA t 之 前 的 上 一 个 更 新 瞬时 刻 到 : 之 间 这 一 段 
HEAKKE, E (ORRA 到 之 后 的 下 一 个 更 新 瞬时 之 间 这 一 
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(1.6.18) 


一 一 一 ¿ 


一 tty) —— 


段 时 间 的 长 ( 见 图 1-4). 

现 考虑 L (OBI. BRE осе (71) 所 1, 且 对 于 任意 
z€(0,:],H 4832: 5 (1.6.2)#i 

PE (G) < z]= Plr- Syy < =| 


= Dple- Sw < z,N(2) = a] 
n=1 

= X P|- S, <2, Nt) = п} 
л=1 

= S P|: - z< 5„<,5,у;> t| 
я=1 


= >F P| Sna tl S, = ujdP1S, < u| [R(1.6.4)] 


>J 


#=1"”£— 


Pl|6,2> t- и|4Р\5, < и! 


= | [1 — F(t — u)]dm (u). 
从 而 
0, х0, 


Pig (:)< =l = f [1-F(:-u)]dm(u),0< z<. (1.6.19) 


1, х2 ё. 
类 似 地 ,对 于 任意 y>0 有 


P&E @)< у| = Р} 5н <t +yl = SIP Sa < + y, NG) = n| 


. 37. 


вазу) DS P аан <t +y - uldp| S, < и} 
= Fi +y) P (D) + [Ра + y+ и) - FG- a)lam(u), 


= m(t + y) = m(t) = | ка + y- u)dm (u) 


= [PU -FU +y- wlan(u). [由 (1.6.6)] 
从 而 

0, у&0, 
neo a. Plet y- ш)1йт(ы),у>б. TED 


特别 当 包 一 (1,4) 时 , 则 т (и) = Aau, l- Flt)= e,t >00, A 
而 (1.6.19) 与 (1.6.20) 分 别 变 为 | 
0, r=<0, 


Ple (t< хт] изе 0< х= г, 
1, х>+, 
与 
0, 3<:0， 

Plé:(t)<y| = ov, y>0. 

此 即 定理 1.3.3. 
现 讨论 (&_ Ge (1)) 的 联合 概率 分 布 .因为 当 0< >=: Н 

y>0 Bf. 


P| <r E a)y] =p|:- Syor Sno TES] 


= >; Pl: 一 Syy < E s ÖNA — t < y, Nír} = п | 
n=l 


= SIph z< 5$„< 2,265, tty] 


' P|: — u Lên < t +y uldP |S, < u] 


1" ё- х 


= f [F(t + y -wu)— F(z— и) 14тби). (1.6.21) 


Ш0<;<х,у>0 bf 
Р|ё&-()<х,ё&,(@)<у|}=Р{ё+(:)<у}| 


= | п-к +у-и)1йт(и). 


М9 (2 G), 2, (г) ВЕНА 
0, r< нй у<0, 


| Себ +ута) FG и)Лат(а), 
р{2_(0)<х,&.(0)<у|= 0<х%т,у>0, 


| 11-Е: + у-и) 14т(и), 


0<:<х,у2>0. 
由 图 1-4 Ж 
Е (Dr, E >y] = |ё,(1— т)2®л+у}, (1.6.22) 
Je (zr, E (2) 2у| = |ё&-(1+у)2х +y]. (1.6.23) 


1.6.4 年 龄 与 剩余 寿命 的 极限 分 布 


Ü E- =limg- (0), 6. = те, (£), НО ООА 1 
КЕРЮ, ЖР |. <=] = lm P |#-(2)< >|, 
Plé: < уі = limPlér (0)<у 1,220,520. 


ЖЖ š ЛБ. ТЕЕ 1.6.3 中 ,定义 


1- F), 0< < z, 
a=] (t), OSES ыо. (1.6.24) 
0, >т, 


д! осояд жн, Н |” Q(z) dt = F [1- Е(:)]й:< o. 
н (1.6.19) 5(1.6.15)18 
ша] U-FU- u) Jdm (u) = Ша]! д(:-и)ат(и) 
= |, ао =+ |, [1~ F(2)]dt, 


. Вр 
©. 39 . 


0, х=<0, 
Р{ё&-<х\= LF [1 PCDjaeszyo (1.6.25) 
0 a 


现 求 £, 的 分 布 .由 (1.6.20) 得 


| [1- F(t+ у-и) Јат(и) 


=[1—F(#:+y-—u)]m(u)|; t> + [сава з у а) 
=m(t+y)-m(t)+F(y)m(1)- |) mG +y г) Е (о) 
=[m(r+y)-m(D)I- РОЛУ | [mG + у) теу сао) 


= Fo) | або) = (00-Р, (ee) 
从 而 е, АЖО 


| 0, у<0, 
b 


由 (1.6.25) 与 (1.6.26) 知 &_ 5 £, 同 分 布 . 当 £, 为 连续 型 随 
MERN, E, E 也 为 连续 型 随机 变量 , 且 E, E 的 密度 函数 分 
别 为 


1 1 

[ll1— ‚220 =—11- ,y2>0, 
‚о-у F(2)1 sode FO)» 

0, zf 0, y=0 


(1.6.27) 
且 


ве) ве) [zu - PC = ED „О, (1.6.28) 
类 似 地 | 
ECE )=E(#,)=E(8*1)/[(k+1)E(8,)1. (1.6.29) 


їр 6 (5), 6" (6), 65 (5) E2, £- Ea AI LST(Tr H HH- F] 
ТИЕ). Д] 
a 40 a 


ESEI) | =I Fla) й 
__ Cin. -s 
= [| L[1-F(z)]de 
1-67 (5) 1-6 (s) 


bs SE( 6) ° 
现 求 (§. ,&,) 的 联合 分 布 .因为 


im| [F(t+y-u)—-F(t—u)ldm(u) 


R,(s)>0, (1.6.30) 


= lim r [1- Fle- u) ldm) -| [1-Е(+у- wu)ldm(u) 
= lm [1-К(@—и)]ди(и)-Ва|_ [1-Р(:+у-ч)1фи(ы). 


类 似 于 (1.6.25) 的 推导 ,上 式 第 一 项 为 二 | ”[1- РО). ARE 


项 , 令 
1-Е(:), y<#< x+ y, 
0, 其 它 . 


则 Q (eE R, E Г Qd = Ѓ” [1- F(z)1dt, 由 (1.6.15) 得 


Q,(:)= | 


tmf [1-F(t+ y- u)]dm(u)= limf Q.tt+y—u)dm(u) 
= imf” Феи) т (и) = |7 ao 


= п-ка =+ |” [1~ F())ae- + |° [1 Ее). 


dr, (1.6.31) 
从 而 ,由 (1.6.21),(E_-,E+ ) 的 分 布 函数 为 
0， х<0 8 у<0, 
1 [= 1 {> 
P|š <х,#,.<у| = 让 п-ва + + | [1- F(r)]d= 
-4 e [1-F(r)]dr,z>0, y>0. 


(1.6.32) 
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当 £, 为 连续 型 随机 变量 且 有 密度 函数 f(z) 时 , 则 (&. ,84) 为 二 
维 连 续 型 随机 向 量 , 且 由 (1.6.32) 其 密度 函数 为 
ЕА z>0,y>0, 
0, 其 它 . 
RCE se ) 的 分 布 函 数 的 另 一 个 方法 :因为 对 于 z>0,y>0 由 
《1.6.22) 有 
1E (2x ,Er (Ey) = |f G-a) arty], 
令 1 一 oo ,得 [Е Т>х,ё®у|={|ё@,2э®хл + у}. (1.6.34) 
从 而 
Р\ё.<=х,ё.<у|=1-Рі&. 2a] -Plé эу} +P- 2r, 62y] 
=P|8 <r] +Pié, <y] -P|ţ& rty}, 


(1.6.33) 


(1.6.35) 
(1.6.25), (1.6.26) 5(1.6.35)3748(1.6.32). Н (1.6.34) 
性- 之 了 = [f _ 2x,8.201= le, >r]. (1.6.36) 


Am E Уу 2, 同 分 布 .由 (1.6.33),(e_ ,E,) 的 LST 为 
Elert st)= | | e Kau Р 50 ду 


о Јо 
He ү лоны 
s4 en) er ds du 


-pe ee "ода 


_ ÉZ (sx) — 82 (5,) 
b(s1— s2) И 


S s =0,s = 5,18 g" (s)= 
7= E, +€. , 则 т 的 密度 函数 为 
f, t) = | 4 和 = 


(1.6.37) 


1- т) ,此 即 (1.6.30) 式 . 邻 


(ЛЬ, >0, 


1.6.38 
0, :1<0, К ) 


В. 
. 42. 


_Е(&@) _Е(&) 
Е(7) = га TE) 
由 (1.6.38) 知 ,7 与 6 的 分 布 不 同 . 
x 一 (1,4) 时 ,由 (1.6.27) 知 ,&_ — P(1,4),8, —T (1, 
4). 而 (& - ERER RAA 
Е Д2е Mt) ,rz>0,y>0. 
/-,+\х,у)= 0 其 它 . 


Am. -还 与 £ 独立 ， 


(1.6.39) 


(1.6.40) 
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第 二 章 M /M /- 系统 


82.1 平衡 状态 的 一 些 结果 
2.1.1 M/M /n 系统 


设 М/М/п 系统 的 输入 过 程 IN(t),i 之 01 为 参数 是 X 的 泊 
松 过 程 , 即 到 达 间 也 时 间 序 列 1J,k 守 0} 为 i.i.d 随机 变量 序列 ,是 
Je~ ГОА). Н и 个 (aa 之 1 服务 台 ,每 个 服务 台独 立 工 
作 , 旦 具有 相同 分 布 的 服务 时 间 时, 了 一 了 (LA), 即 顾客 的 服务 时 
їн] ДЕЛЯ { В,,Е:>1] 51.1.4 随机 变量 序列 , 且 В, — Г(1, р). Hi 
(B k15 iJe ,之 1 独立 . 
设 Хг) Н z 时 系统 中 的 顾客 数 《包括 正在 服务 的 磊 
Ж) ВХ (г), гоа КАНЕ. В 
t< X, <t + Atl. 
表示 服务 机 构 有 个 服务 台 在 时 间 间 隔 (t,t + Az) 中 结束 服 
务 (0 志 所 nn). 因 为 一 个 服务 台 在 时 刻 г 正在 服务 ,经 At 时 间 后 ， 
它 没 有 结束 服务 的 概率 【由 定理 1.3.1) 为 
Р{В>+М|В> | =Р|В>Аг|=е ^^“ 
=1-иА + о(Аг). (2.1.1) 
从 而 它 结束 服务 的 概率 为 
Pi BS + А \В>|=1-—е “= pAtt+o(At). (2.1.2) 
LAING + М) —М(т)=л\1Е1Х(ї#) = РАТИ (1.3.9) Ж 
bi (A2)=EP|X(:+AtD=i+l|X(;)=:l 
= SU pl <X,<:L At МОА) -NO 


k=0 


=k+1|X(t)=:| 
=P|z<aX;,<:+A Ме +At)— N(z)=1|X(t) 
<。 44 . 


=il+o(At) 
=Pl'z< Ху<:+А: | Х(1) = l PIN(: +A:t)-NG) 


=1| +0о(А{) 
= (еМ ушн Ae er + o (At) 
=ÀA4A:t+o(A:t), 2220, (2.1.3) 
bi (AG=PIX(:+AO =i-1|X(t)= i! 
minlin) 
= У\ РИ<Х,<:+ М.М +A- №) = ЦХО)= i} 


点 =1 
=P{t<X <:#+At N(1+At)-N(t)=0|X(#)=:! 

+P. <X,<rt+Añn,N(+At)—- N(z)=1|X(:)=¿l+o(At) 
= Сын a 1 e ^^ )(е ^^ буш Te ht 

+ шг (le (e se mim AAte + (лг) 
=min(:,n)gAt+ о(А?) 

indt tolAt), i=1,2,- ,nn 1, 


= (2.1.4) 
nuAt tolt), iF nnti. 
同 理 
pa(At)EP{X(t + дг) = 31 ХО) = i 
=0(Ағ), |j- #1222, (2.1.5) 
所 以 
pul ANSP Xl +A) = [X(t)=:) 
=1-AAt- pAt + о(А:), (2.1.6) 
其 中 


人 009 
МХ (г), 20 EERIE, B Ж ҖЕ 
А = А, i=0,1,2,., (2.1.8) 
灭 率 由 (2.1.7) 式 给 出 . 


由 (1.5.25) 5 (1.5.26) 两 式 知 , 当 У) 5% Aa 


< оо 8}, 8р 
= ВВВ 
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> (2) + + > (А) < о, 


1 піти 
ШЕП 
p== 世 <1 (2.1.9) 
时 ,该 生 灭 过 程 有 平稳 分 布 , 且 平稳 分 布 为 
{apto E=1,2,-. n 1 
k! рд d kd r э 


= | (2.1.10) 


поёт 
全 ° ‚#=п,п+ 1,5, 


п -1 
"= [> G, C] ， _ (2.1.11) 


其 中 z, 表示 系统 处 于 平衡 后 系统 中 有 个 顾客 的 概率 . 由 
(1,5.26) 与 (2.1.9) 式 知 .该 生 灭 过 程 存在 平稳 分 布 充 要 条 件 为 
p<1. 称 p 为 系统 的 服务 强度 

由 平稳 分 布 可 得 M /M /n 系统 如 下 儿 个 数量 指标 . 

(1) 平均 队长 .平均 等 待 队长 
用 X 表示 系统 在 p 世 下 的 队长 ,用 X, 表示 系统 的 等 待 队长 , 则 由 
(2.1.10) 与 (2.1.11) 式 得 


кы a-l k ы я É 
E(X)= Эй, = [> Е DEF | 


k 
níl 
E A eea 
由 (2.1.10) 与 (2.1.11) 式 得 X, 的 分 布 律 : 
PIX == x, ло k=1,2,3, 
| у (2.1.13) 
PiX, =0} = У» = > Cey mos 


ло H (2.1. 11) 式 确定 . 从 而 得 
E(X,)= Уук V my = (90) = — (2.1.14) 


п1(1 一 р)? 0 (1 — в)? 


` 46 ， 


(2) 平均 占用 服务 台数 K 为 


0-1 k л п _ 
K= E(X) - E(X,) = р> еса 1 (ela ай, 211 


СА (пр)? (no)” 
= (У GQ pr + сш. 


=» Ча атыз = "e = 
所 以 


R |> 
— 
ә 
= 
= 
СА 
` 


— (np) pro „A pr À 
Е(Х)=Е(Х,) + К = пои 2, + (2.1.16) 


(3) 顾 客 到 达 服 务 机 构 需要 等 待 的 概率 р 为 
p= P|X2n| =} =>; TE = EPET (2.1.17) 
因此 顾客 到 达 不 需要 等 待 的 概率 为 
1-»г1--{{ на e. (2.1.18) 
(4) 等 待 时 间 的 分 布 
设 W 为 在 系统 平稳 条 件 p 达 1 下 一 个 顾客 的 等 待 时 间 , 则 
(2.1.19) 


PiW=0]= 


Үз >й, W 的 分 布 函 数 为 
Fwy(t)=PIW<t=PIW=0|+ РІ0< < 2}. 


ЯН Pi0<W<;l = SIPl0<W< r X = k|PIX = k| 


= Fpio< W < | X = klix 
(由 定理 1.1.4 与 定理 1.1.5) 
ы t Ё-п+1 -н 
= 2], етедт (Bl z = лш") 
. 47 А 


t о k-n 
= > (npp) "меча 
92 (k пур" dx 


i 
= пит, F em Pedr . 


г, е") 1], 
故 
0, :<0, 
Fwtt)= 1- T enmt oi, 1 >0. (2.1.20) 


Еу(г) ЈЕ 2-1 所 示 . 易 见 ,在 t 
=0 处 Fw(t) 不 连续 ,所 以 W 不 是 连续 
弄 随 机 变量 . 因为 Fw(z) 的 图 形 不 是 阶 
梯形 的 , 故 克也 不 是 离散 型 随机 变量 . 
由 (2.1.20) 式 , W 的 密度 函数 为 


0, :1<0, 
Ё = 
Чч) (1-ү J + ama we or， 1220, 


(2.1.21) 
其 中 Slr) H Dirac 函数 ,简称 为 8 是 数 . 它 有 如 下 性 质 ， 
(i) 34 zZ0 BF,8(+)=0;23 ¿=0BF (2) = о. 
(ú) 40-2) = (2). 
Gü) 对 任意 连续 函数 ро) | p(1)8(1) d= p10). 
S(t) PI AA А АКК р 


1, :2>0, 
0 | 20 (2.1.22) 
的 导数 , 即 ас) = 00). (2.1.23) 


由 (2.1.20) 或 (2.1. ожти" w 的 数学 斯 望 : 
E(W)= [куа 
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-上 


|, пите "70 


ють ЕСК) 
ШП СОЖ АЙ-ИЙ А (2.1.24) 
因为 ЕС?) = > ° аиб р) е7 “сш 


o 2m 
(яи Y O- p)? 
， _ z, [2(1 — e) = z, l? 
所 以 D(W)= А2(1- 0)* 
(5) 逗留 时 间 的 分 布 


在 系统 平稳 条 件 下 , 设 T 为 任 一 顾客 在 系统 中 的 逗留 时 间 ， 
出 于 顾客 的 服务 时 间 B 1; W 独立, 则 有 


(2.1.25) 


T=W+B. (2.1.26) 
所 以 
- = — P, 1. FOOD 
E(T)=E(W)+E(B)=-q- P PER ‚ (2.1.27) 
т, а р) 一 


D(T)=D(W)+ D(B)= 


因为 当 :>0 时， 
РІТ< гі = PIW+B<z)| 


т, |р? 
+2, 28 

ИГЕРУ. (2.1.28) 

t . 
= [ори + в < t | B = zlze “ах 
= | PlW < £- z} e dz 《由 (2.1.20) 式 》 
— |' r> -2) | e" 
fhi- 于 一 j. “dz 

ы ee 

1-р 


1e -qopla A pl “Се N naat a, 


故 T 的 分 布 函数 为 
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0, 1<0, 

1-е -npr ё ,пи=А+ н, 120, 
Fr(t)= ги нт, 

(рубли СА и) 

х [ет е0 002) пруд + и, t>0 (2.1.29) 
显然 了 是 连续 型 随机 变量 , 工 的 密度 函数 为 

0, 0, 

(np tn, t р пик, ўе, пли= А+ н, >0, 
fra) = 


2 2 

[+ HTa ] -a 
(1-—o)(ma — А-и) пр-А– н 

xe (7А): пиу + р, t>0 (2.1.30) 

2.1.2 M/M/1 系统 


对 于 先 到 先 服务 等 待 制 系统 МАМ /n, 当 n=1 时 ,可 得 相应 


的 系统 M/A/M71 的 诺 指 标 值 . 
由 (2.1.10) 与 (2.1.,11) 式 ,得 队长 X 的 分 布 律 ; 
r= пор’, k=1,2,3,.*， 
ыу +1] =1-p,p =2<1, 
即 
z= (1~ pp, k=0,1,2,.. (2.1.31) 
Ж 
E(X)=T2 = 一 ， (2.1.32) 
DA 一 人 
D(X)= ар (2.1.33) 
等 待 队 长 X, 的 分 布 为 


(2.1.34) 


ASKA aap 
PIX, =k] = =+ (= (1 р)ећ*!,6=1,2,3--. 
从 而 


. 50 ` 


вх) = тера) ев), É 
平均 占用 服务 合 数 K 为 
кере а 
顾客 到 达 不 需要 等 待 的 概率 为 
ml- o. (2. 
等 待 时 间 W KARE | 
_ 0, 10, 
Fy(t)= 1- æt ‚е >), ë 


等 待 时 间 W ВО FE РАКОЛ 


(= t0, 
fet la pB) + pol- pe P, £>0. 


(2. 
平均 等 待 时 间 为 
ә _E(X,) 
Е(Ұ) П-р) — . (2 
平均 等 待 时 间 方 差 为 
_ (2-0) 
р) Ka- (2 
EARE 工 的 密度 函数 为 
TE 50 a 
fru)" (p—A)e 0,220. | 
从 而 知 
_ _ -4 -=_ 1 _ 
т-га, АЕС) рТ). 0. 


.1.35) 


.1.36) 


1.37) 


.1.38) 


1.39) 


.1.40) 


.1.41) 


1.42) 


1.43) 


#211 对 于 系统 MLAM/L, 设 生 率 А 47,2-01,2, 


3, ASO, KZH ну 0, pj 二 j,i1 二 1,2,3,… ,p>>0, 即 每 个 顾 
客 的 服务 时 间 В Г (1, н) ,顾客 到 达 疗 隔 时 间 服 从 参数 为 1; = 


;的 指数 分 布 ,这 里 i 是 系统 的 状态 .或 者 可 以 这 样 理解 :到 过 
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时 间 间 陋 服 从 参数 为 4 的 指数 分 布 .但 每 个 到 达 顾 客 以 概率 
进入 系统 ,而 i 是 到 达 时 系统 中 顾客 数 . 易 见 , 当 系统 中 的 顾客 数 
; 越 大 , 进 人 的 概率 就 越 小 .对 于 这 样 的 排队 系统 , 现 来 讨论 队长 
的 分 布 律 和 其 它 数量 指标 . 

由 (1.5.25) 与 (1.5.26) 式 知 ,队长 X 的 分 布 律 为 


ohit Àg- 1 (2 ) 
=L Cl = ) ло, k21, 
т віник то 189 то, 2 
~ 4-1 - — 4 
то= B =e °, p=—-. 
0 [1+ Е | P ГА 
k=I *" 
Ж 
k 
m = e Ет, &=0,1,2,--, BR X~P(o). (2.1.44) 
从 而 


E({X)= D(X)= 0. 
注意 ;这 里 o 不 是 服务 强度 .为 求 服务 强度 , 先 来 求 平 均 进 入 率 


зат л чанка k 个 顾客 的 概率 之 积 的 和 , 妈 


£ 


所 以 系统 的 服务 强度 为 | 
—_ А _ 
о 1 e *, (2.1.46) 


到 达 的 顾客 进 人 系统 的 概率 为 
了 到达 顾 客 进 人 系统 | 


= 2, P1 到 达 跨 客 进 人 系统 |Х=В}р|Х =} 


_ x 1 ы 1 pÉ 2, 
=b prin Rr gi (176 )/p. (2.1.47) 


由 (2.1.44) 式 ,排队 长 X, 的 分 布 律 为 
| xz,=e P(1+o), 


_ k+l (2.1.48) 
PIX Tk] = п. = e "ЕТТТ? Ё= 1,2,3, 
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Е(Х,)=е#+р-1. (2.1.49) 
现 来 讨论 进 人 系统 的 顾客 等 待 时 间 W 的 分 布 .对 任意 实数 
t>0, H5 
F,G)=Pl|W<:|=P[W=0| +Pl0<W<;:l!, 
而 PiW=0] = PIX=0| 顾 客 进入 系统 | 
=P|X=0, 顾客 进入 系统 } /P11 顾客 进 和 人 系统 | 
=P BR t A 35 |X=01P1X =0; ZP | Е 
人 系统 | 
= [50-60], (2.1.50) 
РЇ0< <: =Р1|0< б< ЕЖА ЖЯ) 
= рі0< <, ЖЖ А.Ж} /P {顾客 进入 系 
9} | 
= рю < w < +1X -kA 顾客 进入 系统 | 
.plz = } | MEARE 
一 已 ， 
= = У Ет (а= e а ттар 


所 以 W 的 分 布 函数 为 


р : <0, 
Е.(2)=4 pe" kk-] 
1—e 8 У трт; (Е - 11° “Дх, > 0. 
° (2.1.51) 
故 三 的 密度 函数 为 
0， =< 0, 
fult)= peP -p ias ke 
р _8()+ г) аат 2020 
(2.1.52) 


W 的 数学 期 望 为 
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E(W)= F (f (ar = t У пету атут 


— её >| 1 1 |= е” +р—1_ EX) 
(1-— e) 11 k! (k +1)! и1-е®) A 


(2.1.53) 


2.1.3 М/М/п/п 系统 


对 于 系统 М/М/п/п 来 说 ,如 果 顾 客 到 达 服 务 机 构 时 有 服 
SEWE „Елу ЖЛЕ A R ,否则 ,他 将 离开 , 永 不 再 来 .其 它 假 
设 与 2.1.1 节 相同 . 

类 似 于 2.1.1 节 的 证 明 , 系 统 М/М/п/п 的 状态 过 程 
XO RO EERIE, HAREZ EA 1, = 10,1,2,: ni, 
其 生 , 灭 率 分 别 鸭 

W i¿=0,1,2,-“ n 1, 
| | (2.1.54) 
mimin, i=0,1,2,.,n 


由 (1.5.25) 与 (1.5.26) 式 知 ,队长 X 的 分 布 律 为 


Доду А 
m, = — 2021 1 1 £ 1 = (А Jro, k=1,2,- n, 
кз" "Ak 
1 


СУТИ 


azal) [È x (2) ]， k=0,1,2,; en, (2.1.55) 


所 以 平均 队长 为 
500-5 = (у) N 
系统 的 损失 律 为 


即 
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2.1.4 M /M /=- ж 


现在 的 M7Myvco 系 统 有 无 穷 多 个 服务 台 НЭР 2.1.1 Tr 
的 方法 可 以 证 明 该 系统 的 状态 过 程 1X(t),z 之 01 为 生 灭 过 程 ,其 
生 灭 率 分 别 为 
A:=A,i=0,1,2,.…, А>0, 
N: іи, 1=0,1,2,.-, р20, 
该 状态 过 程 平稳 分 布 存在 . 由 (1.5.25) 与 (1.5.26) 式 ,得 系统 队长 
X 的 分 布 律 为 


mme el (4 ), k=0,12,— BI X= P{Ž) (2.1.50) 


(2.1.58) 


2.1.5 利 特 尔 (Little} 公 式 


由 2.1.1 节 到 2.1.3 节 知 ,E(W) 与 E(X,) 有 关系 ; 
E(W)=E(X,)A. (2.1.60) 
E(T) 与 E(X) 有 关系 : 
Е(Т)=Е(Х)ЛА, (2.1.61) 
其 中 为 系统 的 进入 率 ,E(X,) 为 平均 排队 长 ,EC(X) 为 平均 队 
长 ,E(W),E( 全 ) 分 别 为 平均 等 等 时 间 和 平均 恕 留 时 间 . 上 述 两 
个 公式 长 期 以 来 都 是 以 经 验 公式 被 使 用 的 ,一 直到 1961 € J.D. 
C. Little 才 第 一 次 给 出 系统 的 证 明 .1974 年 S.Slidhan 给 出 了 最 一 
般 的 证 明 . 现 我 们 介绍 上 两 个 公式 的 征明. 
设 a(i) 为 在 (0,t] 时 间 区 间 中 进入 系统 的 顾客 数 , 则 在 这 发 
时 间 中 的 进入 率 为 
二 Баш. 


А, = (2.1.62) 
BYUK ас ЕВ], 为 正 花 在 系统 中 鸭 总 时 间 , 因 此 
在 这 段 时 间 里 每 个 顾客 的 平均 喜 留 时 间 为 

т,- E[y(t)1 (2.1.63) 


Elati) I 
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故 在 这 段 时 间 里 单位 时 间 中 系统 中 的 平均 顾客 数 为 


z, = 8001. 


(2.1.64) 
从 而 


Е[а(т)] { 


g-EO] Е[а(:)1] (2.1.65) 


记 

2=lim2,,E(T)= lim T,, E (X) = limX,. 则 在 平衡 条 件 下 ， 
这 些 极限 存在 ,从 而 得 E(X)= XE(T), 即 E(T)=E(X) 人 /A. 

Ë y "(1) 为 在 (0,t] 中 进入 系统 的 a(z) 个 顾客 到 时 刻 + 为 止 
等 待 时 间 之 和 . 则 每 个 顾客 平均 等 符 时 间 为 


тр ЕГУ‘ (2)] 
W,= Ela] 


从 而 在 (0,z] 中 单位 时 间 内 系统 中 等 待 的 顾客 平均 数 为 


y – ЕТУ" (t) ELY’()].ELalt)) 
” і Ela(z)] ` 


故 当 лтд, Е( W)=lim 页 ,存在 时 , 则 E(X,)=lim X, fff, 
从 而 得 E(X,) = АЕ(У/), E( W)= Е(Х„)/А. ЖАВ 
导 与 到 达 间 隔 时 间 、 服 务 时 间 \ 以 及 排队 规则 无 关 . 


2.1.6 M/M /n/N Ж (п М) 


现在 的 系统 M /M /n /N 为 混合 制 系统 . 若 顾 客 到 达 时 服务 
台 空闲 ,到 达 的 顾客 立刻 进 人 服务 . 车 顾客 到 达 时 x 个 服务 台 不 
空 闪 和 且 系统 中 的 顾客 数 小 于 入 , 则 他 排 到 队 来 等 待 服 务 ,否则 他 立 
即 离开 ,水 不 再 来 .显然 , 当 N= ”时 , 它 就 是 2.1.3 节 中 的 损失 
制 系统 , 当 N = co 时 , 它 就 是 2.2.1 节 中 的 系统 M/AM/n, 当 N= 
n = o 时 , 它 就 是 2.1.4 节 中 的 系统 M /M /co . 

类 似 2.1.1 节 中 的 推导 ,系统 M/M/n/N 的 状态 过 程 
1 久 (z) ,zt 之 0} 为 生 灭 过 程 ,其 状态 空间 为 L. = (0,1,2,-- Мі, 
生 、 灭 率 分 别 为 

. 56 . 


(2.1.66) 


_ fig, i=0,1,2,: n 1, ,>0. (2.1.67) 


м=А,ї#=0,1з.,М—1,А2>0, 
5 一 


пи, i=n,n+1,- N, 
记 e= 一 ,由 人 1， 5. 25) 与 (1.5.26) 知 ,队长 和 的 分 布 【 系 统 状态 
的 平稳 分 布 ) 为 


(np) 
ЕГ 


Ë 
(ne) то kon,nti, =N, (2.1.68) 


=1,2,…,7n—1, 


m, 一 


ni x 


m= [T+ Бора 


піп" 


ЉТ, ЕВНА КУ 


E(X)= У br za) 


во)" To. = н — -nt 
+ 1 (1— [1 (N n +1)р"“ +(N n)" 11, 
| (2.1.69) 
排队 长 的 分 布 为 


РІХ, === СШ" л, һ=1,2,е,М-—-пп, 
Р\Х,=0} = x = D On. (2.1.70) 
平均 排队 长 为 
N-a поў"** (п yz s _ 
вох) Ук гче = „р рн 
= pr (пр)" -a 一 一 可 十 
-A Оп Do "tN п) т). 
(2.1.71) 
损失 率 为 
сола EE rp, (2.1.72) 
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进入 率 ( 单 位 时 间 进 人 服务 机 构 的 顾客 数 ) 为 
Х=А(1- я). (2.1.73) 


平均 占用 服务 台数 为 

K=E(X)-E(x)= А015 rw) & 
由 利 特 尔 公 式 平均 等 待 时 间 与 平均 逗留 时 间 分 别 为 
E(W)=E(X,)/À 


___ (np) ___ 
п!(1—в)$4(1- ху) 
“[1-(М-п+1) "в (А-п)р t], (2.1.75) 


(2.1.74) 


ЕСТ) Е(Х)Д =--+ E(W). (2.1.76) 


现 来 求 进入 系统 前 顾客 的 等 待 时 间 W 的 分 布 . 当 上 >0 时 ,因为 
F. (1) = PIW <] =PIW=0] +Pl0< <}, 
zZH 


PiW=0}= >` PIX=k MEHARRA] 
= У РЕЖ A ЖХ = kim, /Р1ШЖЕ A SE] 


= 2 m, ,/(1-— zs), 
Pl0< W< £| = yplo< <: Х= ,顾客 进 和 人 系统 j 
"PiX=&| 顾 客 进入 系统 1 


_ £ _ ( járati дка т 
= п пн ` Ё 
>] e "стер түүсү ү, 


0, t<s0 
a-l N-1 Ek-ntl k-n 
F(t)= кь ть | (Rp) "pe 
тск" I ml, lk- m! < dz, t > 0, 


(2.1.77) 
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从 而 W 的 密度 函数 为 


3 хь (n y n+l yk- 
Ta l- ям 


a-i 
— Яв 
0) тд (k-n)! 


k=. 
大 (一 . е", і > 0, (2.1.78) 


0, + < 0. 
2.1.7 М/М/п/т/т Ж (96 m) 


М/М/п/т/т 系统 又 叫做 Т Т KA m 台 机 器 问 
题 . 设 有 m 台 机 器 ,n 个 工人 ,机 器 损坏 后 如 果 有 工人 空闲 着, 空 
闲 着 的 工人 中 立即 有 一 个 来 维修 ,否则 损坏 的 机 器 依次 排队 等 待 
维修 .每 台 机 器 正常 工作 时 间 了 一 P(1,1). 每 台 损 坏 的 机 器 维修 
时 间 В Гі, у) ,而 且 各 朱 器 在 任意 时 间 间 隔 内 工作 与 维修 都 是 
相互 独立 的 .以 XERRA г 时 不 在 工作 的 机 器 数 ,显然 0 安 
X(t)< m .因为 
pep+ri(At)=P{X(t tA)= E+1| X(t)= В| 

=C} -PITAtHLPI>Ar]” "1 
[Р{В>Аг |] + o (Az) 
= ct, GO — e А убо Mm А10 е А ymin, n) 
+ о{Ат) 
= (ж -Ё)АМ + (At), k=0,1,- m, (2.1.79) 
рь) =Р|Х( tA) = Rk-1| X(t)=&| 
=[P|]>A:1]]"* С o P IBSA] 
[PiB>A 0,01 + o(Ar) 
= піп(ё, п) нА t+ о(Аг), (2.1.80) 
XW 
Pyl ADP X(t tA) = ХО) = А = olr), l; - k|22, 
所 以 
Ра (At)=PIX(t +A = АХО) = bi 
=1- (жт Ё)АА – ptt + (АТ), 
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其 中 
kp, k=0,1,2,-- n - 1, 


u = (2.1.81) 
пр, Ё=п,п +1, m. 
Mm HU XO) 2201 AEKA, HEKE 
А = (т Е)А, Е= 0,1,0, т, 
| 34и, k=0,1,' n 1, (2.1.82) 
li np, k=n,n+1,' m. 


由 (1.5.25) 与 (1.5.26) 式 知 , 系 统 中 有 X 台 机 器 不 在 工作 的 分 布 
律 为 


m, = (2.1.83) 


m = [Saan ас]. 
PORETERNE а LAAR AERAN я 
设 a,5,E(X,) 分 别 表示 工作 着 的 维修 着 的 与 排队 等 竺 着 的 平均 


机 器 煞 , 则 有 
а+Ь+Е(Х„)= m. (2.1.84) 


X 648338 T евэ о.ни. EZES 
Ta 55 И, 8 


= А 
r (2.1.85) 


ГА 

又 平均 修理 着 的 机 器 数 b 应 等 于 平均 工作 着 的 维修 工人 数 
Ум, + n Dym B 

b= Уы пж У) Sa- TEE 


(2.1.86) 
. 60. 


由 上 三 式 得 
Е(Х) = m-a- b= m- [Y+ E] 


= т А Уа Юя], (2.1.87) 


E(X) =b+E(X,) = m |а = X(n- kr), 
(2.1.88) 
а = fb = [п = узе -—#&)х,]. (0.1.89) 
修理 工人 的 损失 系数 (损失 率 ) 为 
2-b 2 Уа h)m. (2.1.90) 


п 


类 似 地 可 求 出 修理 工人 的 工作 效率 2 MEARKE, UROEN 


perg EO g, 


由 于 在 时 刻 X) 之 01 的 生 率 为 
Аха) = [m - Х(#)]А, 
所 以 
Е[Ах] = Afm — El X(2)]I > Alm - E(X)], (5 t — eo Bf) 
ИОА ЖЕ ( Bš {и н [Bj 94 A ИЛ, 3) 为 


À = Alm- E(X)] = Аа. (2.1.91) 
ВЕР ВОКС) 为 
и = pb. (2.1.92) 


因为 在 平衡 条 件 下 ,及 = ZP PE = 2. 
由 利 特 尔 公式 得 平均 等 待 修 理 时 间 为 
mS -1 Atp 
E(W) = E{X,)/ = Р [z > (m k), | б^ 
(2.1.93) 
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82.2 瞬时 状态 的 一 些 结果 


瞬时 MAM/* 系 统 讨论 起 来 非常 复杂 ,而 且 结 果 很 元 长 、 复 
杂 , 适 用 价值 也 不 很 大 . 现 仅 介绍 比较 简单 的 几 类 系统 . 


2.2.1 M/AM/% 系统 


由 2.1.4 节 知 ,MAM /% 系 统 的 状态 过 程 {[X(z) 之 0| 是 生 灭 
过 程 , 且 生 、 灭 率 分 别 为 
4=A, i=0,1,2,.…, 
=i, i1=0,1,2,.", 
由 (1.5.23) 式 知 , 其 前 进 柯 氏 方程 为 
1 -(A+ju)pb t)+ APp 10) + +1) рр (t), j2:1 


b (t)= -Apolt)+ upi (t) (2.2.1) 
设 :=0 时 系统 中 有 i 个 顾客 , 则 方程 (2.2.1) 有 初始 条 件 
p(0)=1, р,(0) =0, 2432 0. (2.2.2) 
为 解 此 柯 氏 方程 ,我 们 引进 概率 母 函 数 (PGF) , 记 
аб.) = У дб), ||. (2.2.3) 


Ж єт, е) ЯШ 3 р, (t), у 20 ВЕ, СЫ РСЕ. 
于 是 由 (2.2.1) 式 得 


ЗЕ (1-е) -41 z)g, (2.2.4) 
其 中 g= g(t,z). 因 为 p;(0)=1, 所 以 方程 (2.2.4) 的 初始 条 件 为 
g(0,z)= z. (2.2.5) 
为 解 具 有 初始 条 件 (2.2.5) 的 方程 (2.2.4) ,我 们 考虑 方程 组 : 
Ф____Ч_____ dg _ 
1 (1-=)н A(1-z)g' (2.2.6) 
_ dz 2 _ -u __ _ dz 
于 是 由 dt = сү ур, PO z)e “= Су. H CESPE 
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- 5548 ge = C,. FF UJ 
glt zje "= $((1-z)e "), 
其 中 A 为 : ,z 的 任意 可 微 函 数 .由 初始 条 件 ,得 
wie = $(1-— z). 
# 
(1— zr)ie MM /= 4(x), 
从 而 


gli,Z)e 2e7e=[1-(1-zx)e #Jiexpl 1- (1—z)e “|. 
即 

g(t,z)= [1 - (1- z)e “]'expl — P (1-z)(1-e7”)}, (2.2.7) 
因为 [1- (1- 2)е ”]i ENEE E~ B(i,e *) 的 PGF, m 
expl -Аа- с) (1 ег) а PÈ - e7) 
PGF, 所 以 g(z,z) 是 相互 独立 的 两 随机 变量 上 与 ) 之 和 的 PGF. 


从 而 有 
p (t)= P|XG:)= nl] = Р(ё+ = nl 
paipt š , н) 
= У) Plée=klPfy=n—&k| 


k=0 


miali,n) 
= $i Che wl- em) texp| -全 Ge 
k=0 ГА 


[a-e 
Lë 4 

(n-k)! ’ 
特别 , 当 i=0 时 ,有 


п220. (2.2.8) 


раен] 
1⁄4 i 


pG)=PIXG)=n|= е0. _ 


即 
x(#) P(A -oe *)). (2.2.9) 


所 以 
FIXGD]= e), (2.2.10) 


当 >ot, X~ ШЕ 此 与 (2.1.59) 式 一 致 


为 介绍 瞬时 状态 和 (ti) 分 布 的 另 一 个 方法 ,我们 可 以 考虑 更 

一 般 的 M/G/%m 系 统 .此 系统 与 M/ZMYveo 系 统 的 唯一 区 别 是 每 个 
最 务 台 的 服务 时 间 B 服从 一 般 分 布 . 设 旦 的 分 布 函数 为 五 (t)， 
1 


иву E 
_ _ |1,0<х<у, 
Х(0) =0, о(х,у) = N ЖИЙ. ` (2.2.11) 
Ж 
міг) 
X(:)= У) olt- r Ba), (2.2.12) 


其 中 с, 为 第 上 个 顾客 到 达 系 统 的 时 刻 ,B: 95 k BS З Ар, 
与 BAH. NG) 20 为 参数 是 (4>0) 的 泊 松 到 达 过 程 . 
引 理 2.2.1 RING) 人 0 为 参数 是 1 的 泊 松 到 达 过 程 ， 
fron lE NG), r20 WARA ЕЯ, ДУ Є (0,т),Ы 
ж“@у(1<усл)Н 
н k n-k 
Plz < zl N(:)= nl = > (+) (1-2) . 
证 
Piz<x|N(z)=nl=Pl|z<Sz,N(t)=nl/PIN(t)= ni! 
=PI[IN(z=)Z;,N(:)=n|l/P[|N(t)= nl 


0 E PING)=k, N(= nl /P|N(:)= n| 


(H351 1.3.1) 


_ = > Ae- ота) * 2502) Де aland" ] 


-人 -下 
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引 理 2.2.2 H bbr En н 个 独立 同 分 布 随 机 变量 ， 
000,2), ёду, ёз), ёс E Ё, 的 顺序 统计 最. 
则 第 ; 个 顺序 统计 量 6 对 任意 实数 z€ (0,:1,9 
н Ё n-k 
Pl|& < =l = жог) (1-2) ‚ 1л. 
证 ”因为 «Ес, 
Рі& a <xz1=P[|6 8, si’ PEDA j ЛАР 


= УР} 名 ,名 ,中 从 有 大 个 小 于 < 
= CIPI <i PIPRI 


п k x n-k 、 
Pe] е 
由 上 两 个 引 理 知 ,在 М) =н 下 ,在 时 间 区 间 (0,zj 中 ,x + 
顾客 的 到 达 时 刻 rista ta 的 联合 分 布 与 引 理 2.2.2 中 的 顺序 
统计 量 fap ,Er sw 的 联合 分 布 相 同 .其 密度 硒 数 都 为 
AI OLALI LLE, 
天 (2.2.13) 
0, ЖЕ 
现在 来 讨论 和 (ti) 的 分 布 .由 (2.2.12) 式 与 上 两 个 引 理 以 及 全 数 
ZWAAR, X) PGE 为 


= N.) 
Сбх) = ЕА] = > Е[2 > wt — ту.) | NG) = n |PING) = n} 


= DE[z Xol = &p Ba) ЈРМ) = n}. (2.2.14) 

因为 在 М) =а T." 52.8971, 而 £u Ad 61, batta Е, 

中 某 一 个 , 且 求 和 变量 上 ВОН 0,1,2, ---,п, Ж +, RA Е,, X 

H 61, 2,,---, En MA tE, ВЕД о (г 6, Bi) wlt- é, B), 
‚аб — Ên s В„) Лу A „Н. 

Е[2 Sol - &,B,) ] = r 2 D ult - &,В,) = ті 
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= У)л"Ст[Р{0< t- 6, < BJ EPIO < £- 6, Bil ™" 
m= 0 


= [2рі0 <; — & < B,l + Pit — & 2 Bt], (2.2.15) 
而 


рю <:- 6 <В = [Po < i - <В = zl таг 
1 t 21 t _ _ 
=+| Plo< t- a< B.ldz = Зе H(t — х)]ая 
ift if 
= | - Н(х)]ах = 1 Lf Н(х)ат. 
从 而 
PiB, <: - &,| = FOLI 


E[Z Xot- ë, B) |= [z Z -三 | Hede FOLII 


(2.2.16) 
# (2.2.16) 式 代入 (2.2.14) Ç , f$ 


Glz) = М2 - нода + +J Н(х) ак ес” GH! 


= e “exp 


Мх 一 iz| BCz)az 十 нса | 


-a0 = [i н). (2.2.17) 


= ехр 
此 是 参数 为 | [1 H(z)]dz 的 泊 松 分 布 随机 变量 的 PGF. 所 以 


хаз ~ (аро az)]az)， (2.2.18) 
у оор], 

: = _ А 
aft - н(=)]4 >a | [1 - H(z)]dz = АЕ(В) = А, 
此 示 , 当 М/С оо 系统 处 于 平衡 状态 后 ,队长 X 的 分 布 为 X ~ 
А 2 ч 
р(А )-з в Г(1,и) 时 ， 
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因为 1| U - Hz)]dz = A| ede = А e), BL M/M/eS 
o m Р 

ЖИМА X(:) ЮН ХО) 一 p [za _ em). 

2.2.2 М/МЛ 系统 


由 2.1.2 节 知 ,M7ZMX/L 系统 的 状态 过 程 1X(t),z 2 0} 的 前 
进 柯 氏 方程 为 
К == (А+) 2,62) + Ару IG) + рб), 221, 

Polt) =— Араб) + upile). 
因为 {X(z),i 201 的 生 灭 率 分 别 为 4; = А, і = 0,1,2, = 
н. i= 1,2,3, но = 0. 假 定 上 =0 时 系统 中 有 :个 顾客 , 即 
(2.2.19) 有 初始 条 件 : 
p (0) = 1, p (0) = 0, ҷуз i BJ. (2.2.20) 

在 初始 条 件 (2.2.20) 下 ,微分 差分 方程 (2.2.19) 的 解法 复杂 ,有 
兴趣 的 读者 可 参阅 徐 光 迷 的 书 , 这 里 只 给 出 最 后 结果 : 

ру = PIX(t) = jl 


(2.2.19) 


A YZ _ А y-1 
= {2} оос. э н) + Су? 


` La (2: Мар) + >a - 2) ¿y£ 
` L. (2: лн) „j >D, (2.2.21) 
其 中 I(y),y > 0, BB Ш Ж 7 (Bessel) МЖК, E h РИ 
REX: 
| ez (si) = > 1(›)2. (2.2.22) 
H Еа, 此 解 既 元 长 又 复杂 ,对 实际 应 用 帮助 不 大 . 关于 其 


它 系 统 , 其 瞬时 队长 XO) 的 分 布 更 复杂 . 在 很 多 情况 下 用 近似 法 
得 到 的 解 更 适合 实际 的 需要 . 
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82.3 # 期 


现 讨论 M/M/; 系统 的 忙 期 , 先 讨论 МАМУ. 系统 的 平均 忙 
期 ,然后 讨论 等 待 制 М/М/» ЖОЙ k 阶 忙 期 , 最 后 讨论 系统 
М/С 的 忙 期 的 分 布 . 

忙 期 是 指 :从 系统 中 开始 有 吴 客 时 起 一 直到 系统 中 又 没有 顾客 
时 止 这 段 时 间 ,一 般 用 6 表示 忙 期 的 长 .繁忙 期 记 为 A, 它 是 指 :从 系 
统 中 所 有 服务 台 都 进入 服务 时 起 一 直到 有 一 个 服务 台 空闲 时 止 这 
段 时 间 . 关 险 繁忙 期 是 指 :从 系统 中 开始 有 大 个 顾客 在 等 竺 服务 时 起 
一 直到 有 一 个 服务 台 空 闲 时 止 这 有 段 时 间 , 并 记 为 AG 2 0). RA, 
当 系 统 中 只 有 一 个 服务 人 台 时 ,繁忙 期 就 是 忙 期 . 当 系 统 中 有 无穷 多 
个 服务 台 时 ,繁忙 期 与 阶 繁忙 期 均 无 定义 .又 零 阶 繁忙 期 就 是 繁 
忙 期 . 


2.3.1 M/AM/: 系统 的 平均 忙 期 


这 里 М/М/-Ж МАЕ: 

1) 系统 中 的 服务 台 个 数 可 以 为 任意 正 整数 ,也 可 以 为 无 穷 . 

2) 顾客 到 达 间 隔 时 间 序 列 | ,kx 渤 0} 为 相互 独立 随机 变量 序 
列 , 每 个 J, 都 服从 指数 分 布 ,其 参数 为 系统 状态 的 函数 . 

3) 所 有 服务 台独 立 工 作 且 任 一 服务 台 为 任 一 顾客 的 服务 时 
间 相 互 独立 同 分 布 ,都 服从 参数 为 p 的 指数 ES J kR HE 
独立 ,因此 ,M7ZM/… 系 统 包 含 了 2.1 中 的 各 类 系统 . 

设 1X0t) ,rz 为 系统 的 状态 过 程 , 由 定义 1.5.3 知 , 该 过 程 
是 生 灭 过 程 ,其 生 率 为 4.(i =0,1,2, А, >20, 80500 >20 
(2=1,2,3,--), но = 0, Ж i 表示 系统 的 状态 . 即 4; ,px; 都 是 系 
统 状态 的 函数 . 当 У) 2 1 < on 时 ,状态 过 程 的 平稳 分 布 存 
在 , 且 由 (1.5.25) 与 (1.5.26) 式 给 出 . 

引 理 2.3.1 设 w 表示 系统 自 状态 变 为 i 时 起 一 直到 下 一 个 
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АКЕНЕ В, 8, 表示 系统 的 状态 自 变 为 i 时 起 一 直到 
下 一 个 顾客 离开 时 正 这 段 时 间 . 则 

(1) а; ~ Г(1,А;), A~ Г(1, p) В a 与 8B 独立 . 

(2) minfa; 8,) - Г(І,А, + pi). 

证 (1) 由 指数 分 布 葛 无 记 亿 性 知 , а ГСО, А), 1220. У 
系统 中 每 个 服务 台 服 务 时 间 相 互 独立 同 分 布 , 均 服从 参数 为 p 的 
指数 分 布 , 设 系统 中 有 2 (1 委 ? 委 o) 个 服务 台 , 其 服务 时 间 分 别 
记 为 B1,B2，…，, 卫 。 则 吾 一 P(1p)7=1,2,…22, 且 有 


min( В.,А,,-,В,), iEn, 
B=4 _ | (2.3.1) 
min( Bı, B35, B;)s, i<n, 
> 
Nnu, in, 
‚= 2.3.2 
ё ip Sin. ( . ) 


又 由 假设 知 а; Ув, 相互 独立 . 

证 (2) 由 (1) 立 证 (2)， 

引 理 2.3.2 设 W, Ж M /M /- 系统 的 状态 自转 移 到 j 时 起 
一 直到 首次 转移 到 状态 0 HEREA, iE o; = E( W,),j2:1. И] 


当 Уе < e° Н. зирд; < so 时 ,有 


Па) Уе, j1, (2.3.3) 


i=l m=1 ` k=1í “k {= m+1 
其 中 | 
1 ААА; А 
=l = МАА рә, 2.3.4 
РА РТ рну" ( ) 


证 因为 系统 从 转移 到 状态 j 时 起 ,经 过 时 间 minl a, A), 
其 状态 依 概率 为 1 要 发 生变 化 ,或 者 ;一 ) +1 或 者 j->j - 1. X. H 
全 数学 期 望 公式 和 指数 分 布 的 性 质 , 得 
а; = E ( W;) | 
= E[min(a,,8)] + ELW; < ВЛР}а,< BI +ELW, a; >G] 
-Pla >B} 
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1 4; 


= 4 i | 25 
даа жд" jt j 之 1， 
即 анау а 00у 9-1), 221 (*) 
J 1 
1 < 1 
-mw 一 二 
a+ 1 © ia 22 6 Tat (2.3.5) 


因为 w >20, а> Уа. 00 = oo 时 ,对 任意 正 整数 
了 有 
ш > өң = о. МУ) дві, 

a =w 0, (2.3.6) 


АА 
u = ZAA Aa l,uo= Za. (2.3.7) 


HIRIS Hn 
Mh ) 式 有 


从 而 
мино” pn_ _ 1 „шэ En 


A Ao. Àn А, ÀAjàz Àn “a1? 


u, Wn-l= Wiwa -p<0, я221. (2.3.8) 


Жи, 1>а,,п221. ВТУ im и, 存在 .又 因 uo — u, = У Pi Ж 
"= i=1 
而 


w = иу limu, + > pi- (2.3.9) 


因为 е ль |< оо, > p, <, limp, = 0. 又 因 系 


态 都 是 正常 返 的 ， 从 而 对 任意 正 整数 n ‚Ж 0< о, <. х 
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o, = > Z,,Z, >0 ,#& sup] 2„}< e° , A mi 


lim м„ = limÀ,Z,ə, = 0. 


于 是 得 

w, = Эу: (2.3.10) 
由 (2.3.5) 式 得 

-L LS, fey 
h+ w; и Ар. Ë=1 Аъ ла i 

故 

i-l ы 

£ 
w; = Ц А, 22 + 095—1 3 

递 推 立 得 (2.3.3) 式 ， 


定理 2.3.1 对 于 M/M RA, 4 > б< = „вцріл: Соо. 
时 ,其 平均 忙 期 为 
EWE) (2.3.11) 
元 ， .3. 


mo 


„у, т 
Ria |. DOAI] 为 系统 мум за век, 
РіХ=01. 

证 因为 E(9)= wi, 所 以 由 (2.3.10) 式 得 


Ç e ААА _ 1 <N Aghia Ài 
E б = л ‚ = — — ~- 二 一 A#02122 44-1 
O= е У шшр i ати 


-j4 1] 
-а71 1], 
定理 2.3.2 ”对 具有 n(n 21) 个 服务 台 的 等 符 制 系统 , 当 
Уо < 时 ,其 平均 繁忙 期 为 


1 Cr Anti 
Е(А) = — + У\ sU atil, үш n < оо, 
( ) Hn > FtfÉa+1" Enti к 
(2.3.12) 
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证 因为 了 (4)= 一 ao- 所 以 由 (2.3.3) 式 立 得 
(2.3.12). 

定理 2.3.3 M/M/: 系 统 的 平均 操作 周期 ( 即 系统 自转 移 到 
状态 0 时 起 一 直到 下 一 次 又 转移 到 状态 0 时 止 这 段 时 间 的 数学 期 
望 ) 为 


E(I+0)=— 


其 中 工 称 为 系统 的 闲 期 ， 
证 庚 为 系统 转移 到 状态 0 时 ,经 ao 时 间 后 必 转 移 到 状态 
1, 由 状态 1 经 W, 时 间 后 又 回 到 状态 0, 所 以 I= ao. 从 而 


(2.3.13) 


元 元 ， 


Е(1+0)= Е( + #,)=4Е+1(--1)=-5- 
0 


À \җ( Аохо ` 
例如 
(1) 对 于 损失 制 M /M /n/n 系统 ,因为 


1 
д;=А,#=0,1,2, p= ip, i =0,1,, n m = рК НИ ,所 
ti!l\p 
以 


E(0)=+ > ЖЕ, 
E= sz, 
pasos (0) 
(2) 对 于 M /M /co ЖЖ, НИҢ i=0,1,2,: = шї 
=0,1,2,* ro = e , HA POL ловив) 
jer 


(3) 对 于 等 待 制 (FCFS)M AM /п 系统 ,因为 4;= 2, i20, 
_ ін, 1=0Ü,1, n 1, 


пр, i= n, n+l,, 


Hi 


. 72 - 


所 以 


я! (1-р) ma — À ° 
_ пр)? np)” 11 
в(т+ ө)= [DD el 
Е], a =1BEE(0)=F(A)=—L  E(I+0)=— Ë. 
下 一 从 А(н-А) 
(4) 对 于 混合 制 M/M /n/N(N 之 n) 系 统 ,因为 
A=A, i=0,1,2, N—-1 
_ |н, i=0,1,.…,n~—1, 
пи, ¿=n,n+l,- N, 
r= [D + $ e ш], 


eoD 0 +S], EAH 


Fi 


1 


所 以 
СГХ (ар) sa (пе) y"! 
EDFA + | ， 
Е(А)=(1-%*!-")/[ли(1-о)1],о= 3, 
Е(т+ву=+| > G), у) оу. 
(5) 对 于 МАМ /n Zm /m (m 2 n ) AA, AA 
A;=(m -i)À,1=0,1,2,: m -1, 
би, i=0,1, n - 1, 


Hi7 пи, #=п,п+1,=,т 
_ п А А ү m А А ү il -1 
-[2> ciji ) ж a(i) а 
所 以 
21. aY, ү AV н 
一 "л>, cz ) + > оу) aln :| 
Е(А)= 2+ фу F... (А), 
j=0 # 
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E+0=- [2 (2+ 2 (А) QE]. 


2.3.2 M/G/ 1 系统 的 忙 期 


为 了 讨论 M/M/1 系统 的 忙 期 , 我 们 先 来 讨论 更 一 般 的 
мсл ВЕ. МС Л 系统 与 MAM Ло 系统 的 区 别 是 服务 
是 时 间 B 服从 一 般 分 布 . 设 E(B) = ŽDB) = 2 均 存 在 ， 
Н(:) 为 В 的 分 布 函 数 . 

设 M7ZG/ 系 统 的 人 期 为 0,B 为 一 顾客 的 服务 时 间 , NG), 
t 之 0| 为 参数 是 的 泊 松 输入 {到 达 ) 过 程 . 9, ,9,983,… 为 相互 独 
立 且 均 与 8 同 分 布 的 随机 变量 ,8 (s),B"(s) 分 别 为 8,B 的 拉 普 
拉 斯 — 司 带 阶 (Laplace-Stieltjes) 变换 (LST). 由 于 入 期 与 服务 次 
序 无 关 , 当 系统 开始 有 一 个 顾客 时 ,服务 台 立 刻 为 该 顾客 服务 , 
期 也 就 开始 ,在 为 该 顾客 服务 时 间 B 中 系统 将 到 达 N (B) 多 个 顾 
客 ,每 一 个 顾客 都 引出 (产生 ) 一 个 忙 期 , 故 有 


д = B+ it Ü, ++ бду. (2.3.14) 
由 全 期 望 公式 ,得 
0*(s)= E(e ”) [R.(s) > 0] 


= [ексе ! B = г)4Н(0) 

= | Ble wart a) 

= [ушем = n]PIN(z) = п}4Н(т) 
= 上 Уве de PING) = nldH(t) 

= [er уе" cpe ©)" ан) 


= e [sta -38° инану) 


= B'[s+ à — A0* (s)]. 
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BD 


9" (5) = B*[s+À — Añ" (s)]. (2.3.15) 
Ë Z = @0*(5) (2.3.15) 变 为 
Z= H'[s + à - А2]. (2.3.16) 


现 证 明 上 方程 在 单位 贺 | Z 1= 1 内 有 惟一 解 .为 此 先 介绍 如 下 两 
TEH. 
和 贫 软 定理 ” 设 f(2Z) 与 g(2Z) 在 一 个 Z 复 平面 的 闭 曲 线 C 上 
和 内 部 是 解析 的 . 如 果 在 C 上 | g(2) 1<1 AZI, WECH, 
f(Z) У f(Z) + g(2) 零点 数 ( 根 数 ) 相同 . 
МАЕШ ХЛ) (2) 在 包围 一 点 a WAHR C 
上 和 内 部 是 解析 的 , 且 在 C 上 所 有 点 Z,w 满足 不 等 式 
 ор(2) I<! z-—al. {2.3.17) 
则 方程 
z = a + wi(Z) (2.3.18) 
在 C 内 关于 Z 恰 有 一 个 根 , 且 /(7) 能 被 展开 成 o MERAH: 
KD) = жа) + D ® Ea Hale] 
| 现 证 方程 (2.3.16) 在 单位 圆 | Z =н. Н Z |= 
1+s E, 


. (2.3.19) 


z#=a 


IB*"[s+A- AZ]! 1<1Zi+e,e > 0 
ШШ ТЕШИ, Z - B"[s +A — AZ]# |Z |= 1+ e H 
零点 数 相同 ,都 是 1. 现 设 a =0,w = 1,g(z=)= B*[s+à2- А2], 
f(z) = z. 由 拉 格 朗 日 定理 ,得 


8* (s) = N 1 d! Br(s MD 
n=1 nl dz"-! с=0 
ыу (А! а, | 
g > n! qp lP (s + 4)1". (2.3.20) 


E D, = > 8 ,其 中 Bi, Ba B, AERYEN 55 B 同 分 布 . 则 


Гв" (s + A)]" = (Ele 05] = Ele DD], 
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0* (5) — 5 【一 А)" 1 а" = e tt2)zqp | D, < z) 


n! ds”? 


=1 
= д"! оо 
— > j xz" l C *024р\р), < x} 
* “Ü 


= Dfe Steta) Qe ap D, < х}. (2.3.21) 
27-0 
由 反 演 公式 得 
Рів < az} К GVT ap ID, < э}. (2.3.22) 


因为 
8* (0) =- E(0),0 ° оу = E(P), B" 00) =-Е(В),В* (0) = Е(В?), 
所 以 ,由 (2.3.15) 式 得 


E(0) = 71:00) = = ке +А < jp (2.3.23) 


(н = А)?” 
或 因 
E[N(B)] = | EIND) IB = :]4Н(г) = | ELNGOJaB() 
= [ мана) = АЕ(В) = А =, (2.3.24) 


E[N2(B)] = | еГмсо]ан(о) = |, Ош + PdO) 


а? 
+ 4202, (2.3.25) 
“? 


= А лев?) = 2 , 2; 
Р А 
н (2.3.14) 式 , 得 Е(9) = 1 + Е(0)ЕТМ(В)], Bp 


Е(6) = = = — (2.3.26) 


_А] АТА 

“| 
N(B) N(B) 

X D(0) = D(B)+ D[ >16,]+ 2со(В, 216;) 
і=1 i=1 


= 42 + E[N(B)]D(0) + D[ N(B))][ E(0)]2 
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N(B) 


+ 2е[85а]- 2E(B)E| > ý 


2 
= д2 + Древ) + (a + Aa’) — > 20Е(В?) 
EY 1-р 
a p 
E ил 
i rpl aF] (и = 4)3° (2.3.27) 


Е(0),0(8) 5(2.3.23) 式 一 致 . 
现 讨论 M/G71 系统 一 个 忙 期 6 中 服务 完 的 顾客 数 ( 记 为 M) 
的 分 布 .类 似 于 (2.3.14) 式 , 有 
M = 1+ M, + Mt + Mu)» (2.3.28) 
其 中 M, 表示 在 9, 中 服务 完 的 顾客 数 . 易 见 Му, М, Ma,… 相互 
独立 , 且 均 与 M 同 分 布 . 现 来 求 M 的 PGFM(Z). 由 (2.3.28) 式 得 
М(2) = Е(2Му = E[ZH M+M, tt Mum] 


ДЕТ | B = ;]dH(t) 
0 
= Z| Etzwewee*MaolaH(e) 

0 . 


| Утре М.Р) = п}ан() 


zÉ Ум) -м см)" 4Н(ї) 


АН eV-M (т) 

0 

ZB* [a — AM(Z)]. (2.3.29) 
HT M'(1) = Е(М),М"(1) = Е(М?)У-Е(М),Ш (2.3.29) Ж 
得 


1 + Ata? А 
Е(М) = -p М) = GESA p= ms 1, 


(2.3.30) 
或 由 (2.3.28) 式 也 可 求 得 E(M) 与 DCM). 
. 77. 


2.3.3 М/М/п 系统 的 E(k > 0) 阶 繁忙 期 


М/М/п 系统 如 2.1.1 节 所 设 . 
定理 2.3.4 ЖА, 9 M/M/n 系统 的 0 阶 繁忙 期 . 则 A, 的 
LST 为 


Aotls) À < ng (2.3.31) 


= пи 
пи + À +5 – АА0(5)' 


. _ 1 _ na + À 
E(Ao) = ana’ DCA) = (ли А)” À < ти. 


(2.3.32) 
证 ”由 于 ?个 服务 台独 立 工作 ,每 个 服务 台 的 服务 时 间 相 互 
独立 且 都 服从 参数 为 u 的 指数 分 布 ,所 以 当 п 个 服务 台 都 进 人 服 
务 时 ,这 л 个 服务 台 可 以 看 成 服务 时 间 为 ,mip 1В,| 的 一 个 服务 
台 ,其 中 B, 表示 第 i 个 服务 台 的 服务 时 间 . 由 指数 分 布 的 性 质 知 ， 
min (В ~ ГО, пи). 这 样 ， 当 ?” 个 服务 台 都 进入 服务 后 ， 
М/М/п 系统 可 以 看 成 M/M /1 系统 .Ao 可 以 看 成 M/M /1 系统 
中 的 86, 由 (2.3.15) 与 (2.3.23) 立 得 (2.3.31) (2.3.32) %. 
定理 2.3.5 ЖА, 9 M/M/n RIH] k IEH, А, 的 LST 
为 
Az(s) = [Ад (5) ЈА, = 0,1,2,.…, (2,3.33) 
其 中 Ay (s) (2.3.31) 式 给 出 . 且 


E+1 (Ë + l)(mg + À) 
E(A,) = na A ОА.) = (пр -AY ， À < пи. 


(2.3.34) 
证 ”因为 
A, = Ар + Аб + + Ао, (2.3.35) 
其 中 Ay ЖА M /M /n 系统 中 第 一 次 有 j 个 顾客 在 等 待 服务 时 
起 一 直到 第 一 次 有 j - 1 个 顾客 在 等 待 服务 时 止 这 段 时 间 у = 0, 
1,2,… 当 .这 里 - 1 个 顾客 在 等 待 服务 理解 为 n 个 服务 台中 有 一 
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个 空闲 .由 假设 与 指数 分 布 的 性 质 知 , Ао, Ар, Ао 相互 独立 
BH A НЛ, й 
Až (х) = Ele] = [Аф (8). 

由 此 式 可 得 (2.3.34) 式 ， . 

定理 2.3.6 对 于 M/M /n 系统 , 记 在 一 个 4, 中 服务 完 的 顾 
客 数 为 Mlk 2 0), 

E(M,) = ли(Ё + D 
пи 一 从 

D(M,) = (k + Пбн + ма nAn’) a < пи. (2.3.36) 

Ж ”由 (2.3.30) Ж ЖЕ Ao 中 服务 完 的 平均 顾客 数 为 


Z л н + (2.3.35) 式 立 得 


本 定理 结论 . 


82.4 E/M 系统 


作为 M/AM Л ЖИЕ Г. ЖЖ E E, /M /1 系统 .在 该 系统 
中 到 达 和 间隔 时 间 序 列 { 庆 关 实 下 为 id 逢 机 变量 序列 ,万 一 
Dir, A), r 为 正 整 数 .服务 时 间 疗 列 ! Bi,k 2211 也 为 i.i.d 随 机 变 
县 序 列 ,Bj ~ PO, u) Hf Jik 21) 51B k 之 1 相互 独立 . 服 
务 机 构 只 有 一 个 服务 台 . 
2.4.1 队长 的 分 布 


因为 几 是 r 个 相互 独立 同 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 的 随机 变 
量 之 和 ,所 以 每 个 顾客 必须 经 过 > 个 阶段 ( 称 为 相位 ) ВЕ А Ж 
统 . 通 过 每 个 相位 的 时 间 都 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 卫 相互 独 
立 . 且 当前 一 个 顾客 通过 +r 个 相位 进 和 人 系统 后 , 才 人 允许 下 一 个 蜂 客 
向 第 一 个 相位 前 进 . 如 果 把 顾客 通过 的 相位 数 作为 系统 的 状态 , 生 
服务 完 一 个 顾客 系统 就 减少 了 r 个 相位 .顾客 前 进 一 个 相位 ,系统 
就 增加 了 一 个 相位 , 则 系统 的 相位 就 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 . 即 设 
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Y(:) 表示 时 刻 t 时 系统 中 的 相位 数 , 则 1Y(z),t > 0} 是 一 个 齐 
次 马尔 可 夫 链 .这 是 因为 由 (1.3.8) 一 (1.3.10) 式 , 有 
piiritAt) = PIY(t + At)= i+1| Y(:) = il 


= 2 P [|£ At 内 增加 了 ir + 1 个 相位 且 服 务 了 


LARE! 
= Pi 在 At 内 增加 了 一 个 相位 且 服 务 了 0 个 顾客 1 
+ о(Ат) 
= (1 — e 26t)e ra L o(At) 
= AAt + otAt),i > 0, 
p. (At) =P У( + Az) = irl Y(:) =} 


= > PIE Ar 内 增加 了 ir ФАНАРТ 1 + 1 个 顾客 ; 


= Pl 在 А: 内 增加 了 0 个 相位 且 服 务 了 1 个 顾客 } 
+ о(А:) 
= (1 — e rey)e + olAr) 
= pAt + o(A:),i Z r, 
bá (At) = Р\Ү( + А) = i l Y(t) = i 
= Pi# A: 内 增加 了 0 个 相位 且 服 务 了 0 个 顾客 } 
+ o(At) 
= e Mere (дг) 
= 1- (А+ g)At + о(Аг), ғ Z r, 
palat) == P|Y(: + Az) = í | Y(t)= il 
= Pl 在 A: 内 增加 了 0 个 相位 }] + olt) 
= g ô + о(Аг) 
= 1- AAt+o(lAt),i< т, 
其 他 , р„\ М) = ofaAt), 从 而 齐 次 马 氏 链 的 Q ЕРЕ (Ж ИШ) 中 
的 元 素 为 
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qi,itl = À, i 之 0， 
qa =— (À + n), ¿= r, 


да =— À, EKT, (2.4.1) 
qiir той, iZ r, 
q; = 0, 其 他 . 


由 平稳 方程 ло = 0, 其 中 x = (roma) ,得 


Ах = Pnr, 
Ап; = Алуу + ил, ljr-1l, (2.4.2) 
(А + pT = Атр + ил, J 2 r. 


设 a(z) = Dirja, (2.4.3) 
则 得 Е 
(А+ пЭ - Э = Sae + „уен, 
(2.4.4) 
B 


(А+ alale) — xol- катух 

= Аел(+) + 508) _ Dire]. 
注意 到 Ал = ил, 上 式 变 为 
mlz) (A +u)- нг” У yezit nle) + ariz) -pD yä. 
从 而 


z(z) = (1 — "у Уа + pt! (1+ р)" |, р = А. 
| (2.4.5) 


е < 1 是 系统 的 平稳 条 件 . 在 e<1 下 , 现 证 (2.4.5) 式 的 分 母 在 单 
位 加 | z 1 = 1 外 有 惟一 的 零点 . 设 x = 上 , 则 有 
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1 + 
[urti + p- (1 + р)}и]. 


1+ ott — (1 — р)” = - 
5 | 
flu) =- (1+ р)и,д(и) = p+ rtl, 
显然 /(и) 有 惟一 的 零点 u = 0. 对 满足 :0 < 3 < 1 的 任意 5, 在 
 |к#у=1-8 EA 

і д(и) 1<ре+ (1-8) = р+ [1 (r +1)9] + о(8) 

= 1+р- (7+1) + 0(8), ` 
Гра) |= (1+ 0) (1- ё) = (1+0) - (1+ р). 

Am l g(a) 1 之 1 flu) Т. В КЕЯ, (а) + g(u)#fE l u |= 
1-8 内 有 惟一 的 零点 , 文 由 于 3 的 任意 性 知 ,f(w) +g(u)fE | u |= 
1 内 有 惟一 的 零点 ,从 而 1 + р! — (1+ р)” 在 单位 圆 外 有 惟一 


的 零点 . 记 其 零点 为 z0 = 二 ,又 = = 1 是 1+ p ~ (1+p)w 的 


一 个 零点 ,而 其 它 z - 1 个 零点 者 在 单位 加 内 . 叉 因 当 | zx |< 1B+, 
ВА miz) И, | к< 1 Í x(tz) 解 析 , 从 而 (2.4.5) 式 
分 子 与 分 母 在 | z | 所 1 内 有 相同 的 根 .又 因 ! — = 的 零点 都 在 单 


mM ьи (Lt рз” g S n e 在 单位 国内 有 相同 


е ~ 1)(z— zo) 
的 r -1 工 个 零点 ( 根 ) , 即 
т 于 = Сутай, (2.4.6) 
其 中 C, 为 一 个 常数 .将 (2,4.6) ЖАЛ (2.4.5) 式 得 
1 — = 
m(z) = (z Dae- R (2.4.7) 
令 = = 1, 因 为 x(1) = 1, 得 
C = I (2.4.8) 
从 而 
-= Оа) а-о) 


rl- zXz-— z0 rl- z)(1- zZz=o) 
+ 82 a 


-1 Z| РЯ тя] 


ЗР LS] 


3-0 Zo 7-0 #0 


| 


1 1 1 j+ 
二 _ — 一 一 _ — r (2.4.9 
m Уа т) = Уа a (2 ) 


一 (上 一 L), 0О=<ј& ғ -1, 
r zi 
л; = (2.4.10) 
101-1), у>». 
гб ж 
因为 1 + р! (1+ р) = 0,81 —1 = pzi(zo 一 1), 所 以 1 一 


l = (zo - 11), 从 而 (2.4.10) REN 
20 


iq ш L, 0% < r, 
O (2.4.11) 
,二 .4. 
"i pÈ zo - 1) ; >= р 
гей "+! Ц Jj = r. 


现 考虑 下 ,AM 71 系统 队长 的 平稳 分 布 . 设 p, 为 系统 中 有 xn 个 
顾客 的 概率 . 因为 当 系 统 中 及 个 顾客 时 , 系统 中 的 相位 为 
nr 一 nr 十 一 4 了, 所 以 

ус p(x5 — 1) 


pa = л; = D, n = 1,2,3.….(2.4.12) 
j= яғ 720 
HA Ур, = 1, 且 
n= 
bp, = 5) 0-0. 2, (2.4.13) 


= 2.4.14 
тау ’ 


n = 1,2,3,:-, 
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由 (2.4.14) 式 , 得 平均 队长 与 平均 等 待 队长 分 别 为 


oS _ SA р(%—1) pb 
E(X) = Znpn = Эп п Or 0:415) 


Е(Х,) = Е(Х) 一 2 = рту: (2.4.16) 
r к\р 一 
2.4.2 ”等 待 时 间 的 分 布 


现 考虑 FCFS Е,/М/ 系统 中 一 顾客 等 待 时 间 W 的 分 布 . 因 
为 当 一 顾客 到 达 系 统 时 ,系统 中 相位 数 可 能 是 ~,2r,3r，…, 故 顾 
客 到 达 时 的 概率 为 


И _ -1 
PRESARA = D ran = D 00 = DRE, 


rg" (2% 一 
(2.4.17) 
所 以 ,Pi 系统 已 有 n 个 顾客 | 顾客 到 达 系 统 | 
(5+1) ғ р(=0 一 2 jela 一 1)z5 
С Р\ Ж ЕЗЕК! rz 和 + (25 — 1) 
= (zü ~ 1)" 0", п 22 0. (2.4.18) 
从 而 
{系统 没有 顾客 | 顾客 到 达 系 统 | = 21. 
0 
(2.4.19) 


故 到 达 系 统 的 顾客 等 待 时 间 W 的 分 布 函数 为 : 当 t1 > 0 时 
Fylt) = PIW < t] = PIW = 01+ P|0 < W < t| 
= 9-1 б pf0< W< t 到 达 时 系统 中 有 ) 个 顾客 | 
0 n=1 
2z0 —1 
(л+1)г 
20 
Е z 一 1 ыа А п "1 а z — 1 
ИШЕ + >) (z — D1* dx BUDI 


n=l 


хр 1 t 20 ~ 1 _ _ -+ 
= l [eu D araq 
0 


0 20 
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= 1 - zj ela), (2.4.20) 
从 而 ,W BW PE РАЈ 
Ја - 57) 900) + "(1 0 7)е tt), + > 0, 
fakt) = N ¿<0. 
(2.4.21) 
所 以 
1 
=— ， 2.4.22 
E(W) EEST. ( ) 
у -2z0 _ _ 2% 1 
E(W2) = -aga p DW) = зү DE 
(2.4.23) 
2.4.3 t 期 


设 9 为 系统 的 忙 期 ,X(t) 为 在 时 间 区 间 (0,tj 中 到 达 系 统 的 
顾客 数 ,N (r) 为 在 时 间 区 间 (0,t] 中 系统 增加 的 相位 数 , 则 由 假 
ЗЯТЕМ (2),22201 为 参数 是 4 的 泊 松 过 程 ,在 一 个 服务 时 间 B 中 
有 n 个 顾客 到 达 系 统 的 概率 为 

(n+1)r—1 


PIX(B) = n} = Pim < N(B)< (n +1)r —1) = 2; PIN(B) = b| 


(nt+1)r-1 


> F ріМ(В) = k | B = | реа 


_ и Г азни шне, 
өшү k 
— HA Lk z 
Е Ё = нг (А + тун, ze dz 
(n+1)r-1 4 _ -| A у А 
E (А+ н) А+ р А + 
ЕЙ 
PIX(B) = п} = [1- (с) =; _] P, a = 0,1,2. 
(2.4.24) 
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所 以 
_ АГА + н)" 
Е[Х(В)] = СКА + н)" _ АР 


(2.4.25) 


А — 


由 于 忙 期 与 顾客 的 服务 顺序 无 关 , 因 此 有 

0 = В + 0, + 8, + ---Өх‹ву, (2.4.26) 
其 中 0,.0,,0,,--: 为 相互 独立 同 分 布 随机 变量 , 且 均 与 8 同 分 布 . 
由 全 期 望 公式 ,8 的 LST 为 
g* (s) = E(e 5) = Ele *{В*®,+%,+—+б,‹ьу]} 


_ P Ele -s[:+90, +@,+- 6 pe dt 


= |, Del s[8 +0,+-.+0 ] PIX) = nj pe (r+) 


(n+1)r-1 


kk 
= [ue -arat Y] 2118" (s)]" > de | 


< р, -1 k 
, at ГЕ +1) 
= 2116" (80) š: kl 《十 大 十 了 


= DO 2 [|1 ш [стуу] 


BIGA t и +)" А") 
ИР + 5)[(А + н + s)” — АӨ" (s y] ` (2.4.27) 


从 而 
_ _ (A + р) — 
Е(0) = rt (2.4.28) 
_ 2rq' (1-49)(1—3 + 422) 
DO = тау) (1-2  ' 
(2.4.29) 
其 中 
K 


щу = 1, Е /MARAREY M/M RA, XG) = МО) В. 
a 86 . 


E[X(B)] = А0" (5) = 017705070) 


Е(0) = (17.000 = а a<. 
ЯНЕ ААН НОВА МОВА. M. , Ma, 
Ms,"… 相互 独立 且 均 与 M 同 分 布 .因为 
M=1+ M, + M; + =: + Мусу, (2.4.30) 
Ж M 的 PGF 为 
М(х) = E( M) = ZE[ ZM it M,t--+Mxça) | 


= 25м - [Y [GT 


= 21. - | А y] (A + п)” 


À +g] ЗА + н)" — АМ(2) 
— _— |— 1 ре А 
= ZL1 q] yM I "K+ (2.4.31) 
H (2.4.31) 或 (2.4.30) 式 得 
Е(М) = 170, 0<q<1, (2.4.32) 
_ (1 - q)q 
D(M) = (1 24) 0<q<1, (2.4.33) 
其 中 
А 
ЕУ 


$2.5 批 服务 的 M /M'r /1 系统 
2.5.1 М/М' /1 系统 


M Mr ЛЖ М/М /1 # 5 B) ЕКИ ETERS 
一 个 顾客 ,而 是 > AmE. 当 系 统 中 的 顾客 数 不 足 > 个 时 ,上 服务 台 
不 进行 服务 ,一 直 等 待 系统 中 的 顾客 数 到 达 > 个 时 才 开 始 进 行 最 
务 , 其 他 假设 与 上 上述 的 M/M71 系统 相同 . 
由 于 МАМЛ 系统 中 的 顾客 数 就 是 上 节 E /M 71 系统 中 的 
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相位 数 ,因此 M /M' /1 系统 队长 的 平稳 分 布 为 


1-5), 0<j<r-1, 
r zo А 
бо i j> r, 


其 中 zo 满足 : 1 + pz! = (1 + р) 25. 
2.5.2 最 多 服务 > ЮНЕ M /M /1 系统 


现 介绍 最 多 服务 ~ 个 顾客 的 批 服务 MZAMZL 系统 .现在 的 系 
统 每 次 最 多 服务 > 个 顾客 , 最 少 服务 一 个 顾客 , 其 它 假 设 与 
M/M71 系统 相同 . 当 > = 1 时 就 变 为 MA/M /1 系统 ， 
设 Xa) 为 时 刻 1 时 系统 中 的 湖 客 数 , 则 {多 (2) ,i 之 0| 是 一 
个 齐 次 马 氏 链 .类 似 于 (2.4.1) 式 的 推导 , X), 2 01 0 Q E 
阵 中 的 元 素 为 
йыз = А, 12:0, 
qo = и, is 7, 
qu =- (и+А), і 0, 


giir той, РУ, (2:5:2) 
40 三 一 4 
q; 7 0, ЕЕ. 
H (1.5.25) 式 得 平稳 方程 : 
Ао = к У) л, 
i=1 (2.5.3) 
(A 十 PRES = Атр 十 нил, J = 1,2,3, 


设 概率 分 布 [xc;,i 2201 k РСЕ 为 x(z), 则 由 (2.5.3) 式 ,得 
(a + plalz) - л] = 2zm(z)+ 2 a(z) — Уа]. 

从 而 

z (à + pp) ro 一 a Ds 


(А + р àÀz)Z — и 


я(=) = , (2.5.4) 
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H (2.5.3) 式 的 第 一 式 , 得 


z (A + py)no = jr У) а. 
从 而 (2.5.4) 式 变 为 
DE — z") 


r(z) = ри: 


1 + р (1 + p)z ` (2.5.5) 
易 见 (2.5.5) 式 的 分 母 与 (2.4.5) 式 的 分 母 相同 ,所 以 
1+ ot! (1+ р)" 
在 单位 圆 | z |= 1 外 有 惟一 零点 ( 记 为 zo) 又 z = 1 (2.5.5) 式 分 
子 , 分 母 的 零点 , 且 当 1z i< ht, ale) 是 解析 的 , 故 在 1z1< 1 内， 
le (te) ы S 一 攻 有 相同 的 > 一 1 个 零点 , 始 


(z — 1)(z — zo) 一 1 


1+ ре" Utor оу 29 ун (2-5,5) 式 ,得 


(= — 1)(z= — zo) 全 z=-1 
1 
z(z) = cfz — zo) 
又 由 х(1) = 1 ,得 c = I 元 ,从 而 
_- 1-ж% _ 1-1⁄z0 _ К ЕЄ- Z. 
"(x)= T2720 人 z 2360) 
= 1-2)у 1и (2.5.6) 
TO го 50 
故 队 长 的 平稳 分 布 为 
ль = (1- Dgo, k = 0,1,2,7. (2.5.7) 
所 以 平均 队长 为 
E(X) = =. (2.5.8) 
zo 一 
BARRAZA THE РНН] A 
_ 1 
ЕСТ) = зт): (2.5.9) 
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82.6 Et/M/1 系统 


EE /M/1 系统 是 Е,/М Л. 系统 的 推广 . 除 每 次 到 达 是 上 个 顾 
客 外 ,其 他 假设 与 $2.4 中 E /M A 的 系统 相同 .6 为 取 正 整数 值 
随机 变量 , 记 ECE) = д,Е(#) = d”, В Е, [Jek 21t, |B, 
k > 1] 相互 独立 . 设 6, 为 第 批 到 达 的 顾客 数 . 则 | 名 ,并 闪 1 为 
i.i.d 随机 变量 序列 , 且 均 与 同 分 布 . 


2.6.1 队长 的 分 布 
定理 2.6.1 设 Q 为 一 个 顾客 被 服务 完 离 开 系 统 时 系统 中 的 


顾客 数 , 则 Q 的 PGF 为 


а-а — &(«)] 
Q(Z)= IO + ше е - 有 -过 


À 


— 0) _ 
Jp ele) =E(#)， 且 E(Q) = % E — а Х4® - ау 。 


80. g – dg) 
pea 


Ш ” 设 Q, 为 第 :个 顾客 被 服务 完 离 开 系 统 时 系统 中 的 顾客 

Ж.Ү, 为 在 第 = 个 顾客 服务 时 间 中 到 达 的 顾客 数 ,并 设 
1, z > 0, 
elr) = 0, z <0. (2.6.3) 

则 易 见 有 关系 式 

Q, = Q, - e(Q,) + Yna + CE- 1)e(1 — Qn), (2.6.4) 
HIX) 2 0} 为 系统 的 输入 过 程 , 即 X(:) 表示 在 时 间 区 间 
(0,t] 中 到 达 的 顾客 数 .X() 表示 在 (0,t] 中 到 达 的 批 数 ， 
INC) t 之 01 表示 参数 为 4 的 泊 松 过 程 . 则 有 Ype = Х(В,.1), 
В. Ynn E 相互 独立 .由 全 期 望 公式 ,Yi41 РСЕ 为 

Y, (z) = Efer) = E(Z P) 
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Е[2Х% J] pe “а 


SELO IX (2) =j]P[X(z) = j} ye dt 


(2+1).-1 


-| DEGAY > е о-на 
= ешр eee 


оз 1 


-5 j Aip 
= DEF > (À + и) 


= СӨР (1-87) 8 = 1258-5, (2.6.5) 


gele) 
其 中 &(7) 28 ë 的 PGF, 于 是 Qui 的 роғ 为 
Q, .,(z=) = E(ZY.i yE [ ZQ。 -e(Q )+(Ẹ-1)e(1- 921 
= r EF ша: PQ, = 0) + 0,65). 
(2.6.6) 
在 条 件 p< 1 F, n — о їс 
Q(z) = limQ,(z),P|Q = 01 = limP1Q, = 01, 


得 
= —1- g (2) 1 А Q(z) 
Qe) =ү еду Piq = 0 + |. 
解 出 Q(z), 得 
_ (1-g)PIQ = 011(2) - 1] 
Qir) = PE . (2.6.7) 
令 z= 1, 得 
_ _ 7 一 dp f 
РіО = 0 = та. (2.6.8) 


(2.6.8) ЖА (2.6.7) 立 得 (2.6.1). 由 (2.6.1) 可 得 (2.6.2). 
2.6.2 忙 期 的 分 布 


定理 2.6.2 设 9 为 一 个 顾客 引出 的 忙 期 长 ,9 为 由 一 批 位 个) 
a 91 a 


МЕНЕНЕ 为 系统 的 真正 忙 期 ), 则 0,0 的 LST 分 别 为 


по А gr 02.6.9) 
ө гето: 2:619 
且 

E(0) = тогуу P < 1, (2.6.11) 
Е(Ө) = о ep р<1. (2.6.12) 


证 ”因为 忙 期 与 服务 顺序 无 关 , 所 以 ,我 们 可 依 如 下 硕 序 进 
行 服务 .在 某 个 顾客 的 服务 时 间 B 中 ,可 能 到 达 系 统 若干 批 顾客 . 
当 该 顾客 被 服务 后 ,接着 为 第 一 批 顾客 服务 , 当 第 一 批 所 有 顾客 以 
及 由 第 一 批 顾客 引出 的 所 有 顾客 都 被 服务 完 后 再 为 第 二 批 顾客 以 
及 由 第 二 批 顾客 引出 的 所 有 顾客 服务 , 依 此 类 推 , 于 是 有 

0 = B + @, + 9, + + Өх), (2.6.13) 
其 中 Ө, УЭЕ B 中 到 达 的 第 i 批 顾客 引出 的 忙 期 长 . 易 见 
8,,8,.,8,.,--: 相互 独立 且 均 与 @ НА. X( B) 表示 在 B 中 到 达 
的 批 数 .又 因 每 批 有 上 个 顾客 ,所 以 有 


ё 
Ө = D0, (2.6.14) 


其 中 9,,9,,9,,…, 为 相互 独立 且 均 与 9 同 分 布 的 随机 变量 序列 . 
由 上 两 式 得 


бо — st T 
8” (s) = Ele?) = j e #E[e *'®‹+® + a] pe dt 
0 
са (;+1)=-1 { 
= * j | ( А) 
DOF 22 күү шун 


— жЇз +А+ р)" — А] 
(+ #)[(s + À ta) — А70°($)] 


(2.6.15) 
5 
@*(s) = &10* (s)]. (2.6.16) 
+ 92 ， 


将 (2.6.16) 代 和 人 (2.6.15) 立 得 (2.6.9). 再 由 (2.6.16) 5(2.6.9) 
立 得 (2.6.10) .因为 | 


Е[Х(В)] = [Елена 


ао o (+1)7—1 ; 
- . -м KAEI 
= |У) У? ети GD. dt 


= HDE: - g)z' (2.6.17) 
= Гг 
所 以 由 (2.6.13),(2.6.14) 与 (2.6.17) ,得 
Е(8) = 1 + Е(Ө)ЕГХ(В)] = 1+ =l Da] 
= i + 200). (2.6.18) 


由 (2.6.18) 立 得 (2.6.11), 由 (2.6.11) 与 (2.6.14) 立 得 (2.6.12) .或 由 
(2.6.9) 亦 可 得 (2.6.11), HH (2.6.10) 亦 可 得 (2.6.12). 定理 2.6.2 证 
ж. 

定理 2.6.3 设 M 为 在 6 中 服务 完 的 顾客 数 ,3 为 在 9 中 服 
务 完 的 顾客 数 , 则 M ,X 的 PGF 分 别 为 


_ — Z(1 — g”) 
M(Z) 1- pret M(Z))' (2.6.19) 
_ z(1 — g") 
5(#) = £|, сууу] (2.6.20) 
H 
= 1-р _ 
Е(М) = g e < 1, (2.6.21) 
_ _d( - z") 
Е(5) 1-а -Де' р<1. (2.6.22) 
证 ”类 似 于 定理 2.6.2 的 分 析 , 有 
M = 1+5 +5, + + Exp) (2.6.23) 
与 3 = Хм, (2.6.24) 
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其 中 X,,X,,2Z,,: 为 相互 独立 且 均 与 三 同 分 布 的 随机 变量 序列 . 
M1, Mz, M3,… 为 相互 独立 且 均 与 M 同 分 布 的 随机 变 便 序列 .再 
用 证 明定 理 2.6.2 的 方法 可 证 定理 2.6.3. 


2.6.3 等待 时 间 的 分 布 


定理 2.6.4 i 多 为 一 顾客 的 等 待 对 间 , 则 在 先 来 后 服务 与 
非 抢 点 的 情况 下 ,W 的 LST 为 


dag'l(s + à + pY- alfi - Pra | 


WO гру (Ару —4'@*(5)] 
_ ғ _ і 
‚Осе а) + )|1- || 
(1 — g')ds 
(2.6.25) 
H 
E(W) = l-g _ ь22-4, о<1. (2.6.26) 


Hg ар) 248 

u 设 4 为 系统 中 任 一 个 顾客 . 则 其 等 待 时 间 由 两 部 分 组 
成 .一 部 分 是 A 的 所 在 批 的 等 待 时 间 { 即 A 所 在 批 中 第 一 个 被 服 
务 的 顾客 的 等 竺 时间 ), 记 为 古 /, 另 一 部 分 是 A 在 批 中 等 待 时 间 ， 

ш WAA W , 与 W, 独立 , 故 W ВУ LST 3⁄4 
W“*(s) = Wis) W’ (5). (2.6.27) 
因为 A 为 所 在 批 中 的 任 一 个 顾客 ,所 以 可 以 在 个 顾客 组 成 的 队 
列 申 的 < 个 位 置 的 任 一 个 位 置 . 现 依 如 下 方法 确定 А 在 队列 中 的 


位 置 :在 批 服务 时 间 U = >; B, HE АИС у 138 
在 某 个 服务 时 间 B 中 , 现 以 BB 所 在 批 队列 中 的 位 置 为 4 在 批 队列 
中 的 位 置 是 合理 的 .由 图 2-2, 有 

О. = #,+В,. (2.6.28) 
HT B, 与 B ЕЛ, Е B. У W, 独立 ,所 以 有 


Uf (s) = W! (5) Ві (s) = wO i 
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图 2-2 


由 (1.6.30). 得 
1—-U*(s) ys p 
EU =“: (77 
又 因 U B) LSTA 
U (s) = 618" 00] = (2), ЕСО) = E(DE(B) = Š, 
pts # 
所 以 得 


+f- e) 


W (5) = — (2.6.29) 
又 因 , 当 A 所 在 批 到 达 系 统 时 ,如 果 系 统 不 空 ,有 
W; = Brit Ө, + Ө + + Өв). (2.6.30) 


因为 B, 与 B 同 分 布 ,如 果 记 p = P1 到 达 时 系统 不 空 | , 则 
І W (s) = p0"*(s)+1-— р. 
由 [11] 知 ,在 任意 时 刻 系统 的 了 长工 的 PGF 为 


_ Qiz) 
L(z) = E (ш)? (2.6.31) 
其 中 &_ (=) Е 的 PGF, 由 图 2-2 知 


Wi (s) = E(e ÈE) = &-1В°(ь)1. (2.6.32) 
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UŽ (s) = W (5)В (s) = Wi (8) S 


Йй 
1- U"(s) _ pil— 6[B (s)1i А a 
sE(U) ` sd = We (8) т 
故 
(a + s)|1- ё(—ё—) 
W? (5) = 一 | 去 pts | (2.6.33) 
Н (2.6.32) 与 (2.6.33) 得 (2 В“ (s) = Рече = <] 
£ (z) = +90- El) _ 1- (=) 
a ds (1—=)Е{(ё)` 
(2.6.34) 
从 而 
_ d(1-— z)Q(z) 
| 10) = OT (2.6.35) 
令 = = 0,18 
1-р= 100) = wa (2.6.36) 


把 (2.6.36) fŠ A(2.6.31) 后 ,再 将 (2.6.21) 与 (2.6.29) 代 人 (2.6.27) 
立 得 (2.6.25)， 

出 (2.6.25) 1719 (2.6.26). 4H F W = W, + W, (2.6.28) 与 
(2.6.30) 亦 可 得 (2.6.26}. 

定理 2.6.5 B WW 为 一 个 顾客 的 等 待 时 间 , 则 对 于 先 来 先 服 


务 非 抢 占 情况 下 ,W 的 LST 为 
| (1- 8)(45 + п) + и) [1 4) | 
W (s) = Da] (26.37) 
H 
E(w) = 9. + 4—4 (2.6.38) 


(1-8) Эди ' 
ДИР š 满足 
. 96 ° 


ё = -人 (2.6.39) 


at Ea- D| 
ШЕ ” 丈 这 时 仍 由 两 部 分 组 成 .一 部 分 是 批 等 待 时 间 不 /, 另 一 
部 分 是 A 在 批 中 的 等 待 时 间 W,, W, 的 LST 由 (2.6.33) 给 出 .由 
[6] 知 ,对 于 到 达 间 了 巾 时 间 了 服从 一 般 分 布 的 GZM/L 系 统 , 在 先 来 
先 服务 非 抢 占 的 情况 下 ,一 个 顾客 的 等 待 时 间 ТУ, УЛ РЕ У 
0, ё 0, 
FO) = | — Be lt >й, (2.6.40) 
故 W, 的 LST 为 


W (s) = qhu +42, (2.6.41) 


其 中 5 满足 8 = у" (ре рд), ГЈ (s) 为 了 的 LST] .所 以 ,对 于 


Е,/МЛ 系统 ,这 时 (2.6.41) EALE J*C) = — т 


. _ (1-8)( + s) _ М 
We (s) = s + (1-5) ° ô WE S = (g — нё + À)” 
具 而 ,对 于 EEM 9, HL Ж ЗАН КАНГ] J — POr.A) HR 


务 时 间 = эВ, 的 系统 . 
因为 E(U) = а, 所 以 W, 的 LST 为 


wlj- EA +) оаа, a = А. (2.6.42) 
f ds + (1 — 8) [a-a] 


由 (2.6.42) 4 (2.6.33) 立 得 (2.6.37). H (2.6.37) 可 得 (2.6.38). 
82.7 具有 反馈 的 成 /M71 系统 


具有 反馈 的 Et /M71 系统 是 系统 EAM V1 的 推广 ,前 者 与 后 
者 的 区 别 是 ;每 个 顾客 被 服务 完 后 以 概率 o 离开 系统 ,而 以 概率 < 
=1 - ac 立刻 反 馈 到 队 尾 等 待 下 一 次 的 服务 . 设 7 表示 一 个 顾客 首 
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的 服务 次 数 , 则 y~ Geo(a). 
2.7.1 队长 的 分 布 


定理 2.7.1 W Q 表示 一 个 顾客 被 服务 完 时 (不 一 定 离 开 系 
统 ) 系统 中 的 顾客 数 , 则 Q 的 PGF 为 


Qd(z)-te + о2)[2(2) -1][1 - g" ~- dg — а(1- g)] 
а[= — zg#8(z) – (1— р) (о + az)] Í 


р < 1, (2.7.1) 

H 
E(Q) = [d – 291 + dP 1- g -dg -00 — z)] + Фе + а4®у 
11-4 -dg — 1-Р , 
p<l, (2.7.2) 


À ` À 
ЖЧ g = Tr pE) Е РСЕ, st = D(#),p = Ipo 
Ж ” 设 久 ,为 第 ”个 顾客 被 服务 完 时 (不 一 定 离 开 系统 ) 系统 
中 的 颖 客 数 , 则 有 


EB) 


Qi=Q.-e(QJ+ >, &+(#@-1),(1- Q.) + Ean (2.7.3) 


其 中 , {多 (z),t 2 01 为 系统 的 输入 批 数 过 程 , 其 间隔 时 间 序 列 
Jek I1} 为 i.i.d 随 机 变量 序列 , 目 J, ~ P'(r,A), & 表示 第 i 批 
到 达 的 顾客 数 , 诸 & 独立 同 分 布 , 均 与 & 同 分 布 . 
_ 1, + > 0, 
e(r) = ө, 20. 
& a 是 第 n + 1 个 顾客 数 服 务 的 反馈 数 , 即 上 一 В(1,0). Н(2.6.5) 


式 >; 与 的 PGF 为 
“xm, _ | 
F|: > J = ioy (2.7.4) 
再 由 随机 变量 的 独立 性 ,得 


Q, (z) = El: > $ |E (zin) E [z9 Dro)] 
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(в + m| Eig, = 0+ ta, 


1- gé(z) z 
© п = о, Q(z) = limQ,(z),P1Q = 0] = lm PQ, = 0, 
о < 1, 所 以 有 


оба) = ЧЭ кш EZ piq = ol + Tot], 


1— gë(z) 2 
Bp 
(l-g) + о=)[ё(«) -1]Р{О = 0! 
Q(z) = z — zg'É(z) — (1 — g' )(G + oz) . (2.7.5) 
令 < = 1, 得 
pio =0}=Ї—# des 2) (2.7.6) 


dii — g') 
将 (2.7.6) 代入 (2.7.5) 立 得 (2.7.1). 由 (2.7.1) 可 得 (2.7.2). 


2.7.2 WAHR 


É 6 为 一 个 顾客 引出 的 忙 期 , M 为 在 一 个 忙 期 9 中 服务 完 且 
离开 系统 的 顾客 数 . Ө 为 一 批 顾客 (& 个 顾客 ) УРНИ, х 为 
在 一 个 名 中 服务 完 且 离开 系统 的 顾客 数 . 

定理 2.7.2 在 上 述 条 件 下 ,有 


“(у= oull ~ z'")z 
0" (s) А(1- z)[1 rel (s))]” (2.7.7) 
dlon + А) — Аа 
Е(д) = ви Ф(он + А)" -dX — АТ p < 1, 02.7.8) 


[ар + А)” — А] 
(ан + А)" — АЕ М(е)]' 
d (on + А)" – дА" 
(сы + А)" – аА — А” 


М(х) = (2.7.9) 


Е(М) = о <1, (2.7.10) 


其 中 


=— À _ 
£“ Gu + À + s 


证 ”因为 忙 期 与 顺序 无 关 , 记 
"99 = 


=1 i=l =1 
则 有 
д = U + B+,+ + Bx, (2.7.11) 
M =1+ >, + >, + 十 ®х(ц), (2.7.12) 


Жир, ®1\,1М, i >®1},[@,,4 ;®1},17,,1 1} 均 为 独立 同 
分 布 随 机 变量 序列 , 且 0, 0 9177, M 与 M 同 分 布 ,@@, Ө fal 
分 布 ,3 与 Z 同 分 布 .由 (2.7.11) 得 


0*(s) = Efe 1076] 


SE fe Atete Ral ply = ni, (2.7.13) 
п=1 


其 中 A = $B, — P(n,u). АЯ 
Е { ес^+®үн®,к т +y] | 


= Fe -4R felett Ozal} кете“ 
0 


(m+1)z-1 


-feio o > у» орел, "dt, 
将 上 式 代入 (2. 7. 13) ,得 
(m+1)r—1 
во = e De)” У е" (uma 


(m+1)r-—-1 


= Dier)” 5 аја 


f= mr 


= X) [e*(s)] рэ ПИТЕРЕ 


"001 z") ` 
= Die’ (s)1” man t-z 
_ (1 — z”) 
хас) 29° (т^ 
our(l - z") 


KA rH- 608“ G 
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于 是 (2.7.7) 得 证 .由 (2.7.7) 可 得 (2.7.8) 或 更 简单 地 由 (2.7.11) 
得 
E(0) = + + EOE lU). (2.7.14) 
XH 
E[X(U)] = DEIXA B) Ja! 


>f EIRC) AEE deo a- ! 


l 


IN E(X) je д 


Бај (mt+lyr~ 


> _ - G 

= а | e У m ме dt 

Грен 3 e 
© {жт +1)”-1 j | 

= gum "Ñ Бе Оа 
т=1 f= mr 7:70 


=з (т+1)}у—1 А) 


T ви Уут 之 (А + al 


m=1 


У" (ia) a 


m=1 
А" 
= А 7. 
二 一 (2.7.15) 


将 (2.7.15) ЖА (2.7.14) 立 得 (2.7.8). 由 (2.7.12) 得 
М(«) = Е(«М) = ZE[z 21t ++ ал] 


7 > E[z2 Ere aga" 


nen-l1 
У; ЕГ: D E ‘D0 ТЕҢ 
“ едас"! 


= 2° KISS D Jap ae 
сә = (m+l)r-1 
ТИИ 


j= mr 
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[Уе] Уу а PO + D 


21 ў mr J! (À + а)?! 


хог 1 н) (сты) 


_ — z[(og + 4)'— А"] 
(op + А)" 一 A'e(M(<x)) ` 
+E (2.7.9) E. h (2.7.12) 可 得 (2.7.10). 


2.7.3 ШЕЕ 


定理 2.7.3 B S 表示 一 个 顾客 的 总 的 逗留 时 间 , 5, 表示 一 
МИЕ Ж j KEEA, j = 1,2,3,…, 则 


15 g -dg = ofl- к )]н 
КТЫ; (s) (1-— g')(g +) 
ñ [dg + a(l- g) Si (з) | 
l-g . 
其 中 Sz(s) 由 下 式 确定 : 


qt.) = | ае 2 18())PIXG) = nlaPla а. 


S'"(s) = 


(2.7.16) 


(2.7.17) 
而 Q{z) H (2.7.1) 给 出 . 

证 “ 某 顾客 的 逗留 时 间 序 列 fSi ,7 之 11 显然 是 相互 独立 随 
MERFI, Н $S,,S;3,S4,… 同 分 布 .如 果 该 顾客 到 达 时 系统 不 
空 , 则 S, 与 S, 同 分 布 ;如 果 该 顾客 到 达 时 系统 是 空 的 , 则 S, = 
B.H (2.6.35) 知 , 在 任意 时 刻 系 统 的 队长 的 РСЕ 为 
(1 2224001), (2.7.18) 
其 中 , Q(z) H (2.7.1) 给 出 .所 以 ,在 任意 时 刻 系统 空 的 概率 由 
(2.7.18) 和 (2.7.6) 得 


L(0) = 40(0) = w - Е). (2.7.19) 


1(ж) = 


从 而 ,Si 的 LST 为 
102. 


„бус pl) = ВШ — g — dg — a(1 — g) 

51 (s) Е( ) (а + CI = Z) 
l-g : 

又 因 S = STS tk S 的 LST 为 


5* (ғ) = E(e m)E[e (ts ters) ] 


(2.7.20) 


= Е(е ™) (2.7.21) 


-0 
1 一 085 (s 
xH 

Xts,) 


Q = > + f(s2), (2.7.22) 
其 中 ,f(s2) 为 当 系统 不 空 时 在 S, 中 反馈 的 顾客 数 . 故 


ос Хи) 
Q(z) = j Е[225*^'0]ар\5, <r} 
w ха) 
= [Е 022451Е1259]ар|5, < th, СУР) ~ P(gut)] 


= F Pre PX) = nle gp{s, = sl. 


(2.7.23) 
H (2.7.23),(2.7.22) 与 (2.7,21) 定理 2.7.3 得 证 . 


52.8 M/M / .系统 的 忙 期 


在 $2.3 中 ,我 们 给 出 了 M/M/. 系统 的 平均 忙 期 ,现在 我 们 
来 讨论 其 忙 期 的 分 布 .为 此 , 先 再 一 次 强调 几 个 概念 .从 系统 由 空 
变 为 不 空 时 起 一 直到 系统 又 变 为 空 时 止 这 段 村 间 称 为 系统 的 忙 
期 , 记 为 0. 从 系统 中 有 k 个 顾客 时 起 一 直到 系统 中 没有 左 客 
( 空 ) 时 止 这 段 时 间 称 为 系统 的 阶 忙 期 , 记 为 W, МИЕНА k 
个 顾客 在 等 待 服务 (不 包含 正在 服务 的 顾客 ) 时 起 一 直到 有 一 个 
服务 台 空闲 时 止 这 段 时 间 称 为 系统 的 阶 繁 从 期 , 记 为 A,. 零 阶 
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ЖТ А, 简称 为 繁忙 期 , 它 是 从 系统 中 所 有 服务 台 都 进入 服务 时 
起 一 直到 有 一 个 服务 台 空 亲 时 止 这 段 时 间 . 显然 ,对 于 系统 
M/MA 有 

W, = Aç = @,A, = Wi = B) + 0, t + 8, (2.8.1) 
其 中 0,,8,, ,9441 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 且 均 与 0 同 分 布 . 


2.81 几 个 引 理 
引 理 2.8.1 对 于 М/М/» 系统 , 当 ny > 4 时 ,有 


кеу E 
Аз (s) = na + À + s — АА (s) (2.8.2) 
_ 1 _ 2 + пи 
Е(А,) 一 пи 一 х DCA) (пи -1% (2.8.3) 
А: (5) = ТА бо], (2.8.4) 
Е(А,) = ЁГ, DA) = Š Ја). (2.8.5) 


证 明 见 定理 MEM 和 定理 2.3.5. 
引 理 2.8.2 对 于 MAM /n/n 系统 有 


АСС) н, ЕСА, = 元 D(A)= 2: (2.8.6) 


证 由 А, = min(B,,B,,-- B...) ~ ГО, nu) 可 人 立 得 (2.8.6). 
引 理 2.8.3 # Аң МАМАМ пс N) ЖИН), 
H) Ano 的 LST 为 
1 + АА ols) + АА lS A 1,005) 
s + À + ng (s + À + лд)? 


А = — m _ М 
А мо(5) s£ + À + ян АМ" [| А50) 


¿= в+і 
poe p — = —_— 
т, +А + np)" a-i 


npa" "TI A6 ) 
(улы у + À + WO п? (2.8.7) 
Et AoH M Minila < i) КИЧЕН, = n,n T 1, №. 
证 ”因为 忙 期 与 服务 顺序 无 关 , 以 及 指数 分 布 随机 变量 的 无 
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记忆 性 . 当 п 个 服务 台 都 进 和 人 服务 时 起 ,经 过 服务 时 间 8 后 系统 有 
一 个 谨 客 被 服务 完 离 开 系统 ,而 在 8 中 可 能 且 最 多 只 可 能 有 N -n 
个 顾客 进入 系统 ,8 = Ao, 这 时 空闲 的 服务 台 先 对 第 N-n TEAR 
顾客 服务 以 及 对 在 其 服务 期 间 到 达 (产生 ) 的 所 有 顾客 KAER) 
服务 . 记 其 所 花 时 间 为 Au м. ААВ Мп -1 HAREA 
及 由 他 所 产生 的 所 有 后 代 服 务 , 当 他 及 其 后 代 都 服务 完 时 { 记 所 花 
时 间 为 Aon- ,再 为 第 N -n -2 个 顾客 及 其 所 有 后 代 服 务 ,以 
此 类 推 最 后 为 第 一 个 进 人 的 顾客 及 其 后 代 服 务 , 记 其 所 花 时 间 为 
Ao HLY), 之 0] 为 输入 过 程 . 由 于 这 时 到 达 间 隔 时 间 序列 | 了 ， 
і 之 11 是 ii.d 随机 变量 序列 ,上 且 了 ~ r,a), AALY), t 2201 
1, = > 0 


ЖӘ À 的 泊 松 过 程 ,再 设 elr) = 0 < 4o 二 0, 则 有 


уба) 


Ак = B+ Ао Í(N- n- Y(0))). 0.8.8) 


易 见 ,8B,Aq ,Am,…,Ao ма 与 jY(¿),;t = 0} 相互 独立 . H. Ao; 与 
Ама 同 分 布 , 即 Ag, N-n Æ Амо 同 分 布 ,…,A4o 5 Амо 同 分 布 ,所 以 


Ye) 
Ако) = Elem) = Efe" 22 Аамат) 
ео үг) 
= | e “Ele ZA wall nae “д: 
0 


о = £ Ë 
= | e7“ D Ele mene с пре "і 
+0 ! 


Ар, К(М-п+1- p (s ) 大 su ko (А+ пиз) 


T LA~ T = 


Ё 
ГА, #(Ҹ- пал юб5) ( а) (`. `Аф(5) = = 1) 


TA +h 
— ny АпиА (5) 4А пнАш(5) Ао) 
5+А + ли (5+А + пи)” (s + + ян) 
2 "l apAnls) Ао (5) Ао, N-n-ils) 
(s+àÀ+ пн)" 

| "npAo(s)}Ao(s) Ag. N. 5) 
(5+А+ пн) "(s+ пи) 
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再 考虑 到 Ар, (5)=АД—;о (5), 可 立 得 (2.8.7). 由 (2.8.7) 得 
п i "HAZ tas) 
Ау) TA Tm GTA Tn)" 


Апр Ë |A n+- +1, 0\5) 


Сюан ay (2.8.9) 
j= 0,1,2,--,N - n. 
特别 
As (s) = np A 5? (2.8.10) 
(+) = ВЕ + АпрА +1065) 
Ако s + À + np (s + na)(s + À + ng) 


= еч уш, (2.8.11) 


Агзл(з) = Zaa ] 


СКАТ! t 
C++ (s + À + ng) 
прА2А т; бз) А 00 
(s + пм) + À + пн)?’ 
HEART A ols). ЙН, Н (2.8.9) 递 推 可 解 得 
Аз+1005) Ал+з‚о05)›°°*°› ANCS). 


(2.8.12) 


2.8.2 M/M/: KSEB k ИЯ 
定理 2.8.1 对 于 M /M / - 系统 有 
W (а) С) WP,(s)W (s)]-2W (з), 21, 
Wo (s) = 1, 
(2.8.13) 
其 中 ,W (5) 为 W; ËJ LST, H (2.3.2) 给 出 ,4; 为 系统 的 状态 
过 程 (EKHE) 的 生 率 ,是 状态 【系统 中 顾客 数 ) i 的 也 数 . 
证 В а, 58 如 引 理 2.3.1 所 设 , 则 = ~ Г(1,А;),8 — ГО), 
E а; 5 8 HAM. 
"106 - 


因为 从 系统 转移 到 状态 j 时 起 ,经 过 时 间 min( ау, 8.) 后 系统 
的 状态 依 概 率 为 ! 要 发 生变 化 ,或 者 由 j 变 为 i - 1, 或 者 由 j 变 为 
j + 1. 理由 指数 分 布 的 性 质 和 全 期 望 公式 以 及 经 过 min(a;, 8) 
后 , М, i, Wa 8759 mnla, 8;) 无 关 , 得 
Wi (s) = E(e ™) 
= Ele *mn(.6)](E[e% | а; < BlPla < Bl 
+ Е[е7% | a; > 8 > 81) 
= Ws) реб) 
由 此 ， 立 得 (2.8.13). 
如 果 能 由 (2.8.13) 解 出 W7 (5s) ,就 可 得 到 M /M / 系统 上 
阶 忙 期 的 分 布 . 然而 要 求 出 变 系数 二 阶 差分 方程 (2.8.13) 的 解 
析 解 不 是 一 件 容易 的 事情 . 
定理 2.8.2 设 g = E(W2), o, = E(W;), j = 1,2,357, 


ШЕ Ур < co supl Ast, 2 wp < ° 时 ,有 


=]. 


m = 221005 (2.8.14) 
i=1 
2-1 1 i-l m-1 wi ™-1 ш А 
gata np S Я, ЩА,’ (2.8.15) 
其 中 
1 АА Àj- 
= —, . = — > 2. 
о #1 7 ана 1 = 


证 ”对 (2.8.13) 式 两 边关 于 s 求 一 .二 阶 导数 后 ,再 令 s = 0 得 


j 1 - 
0+1 ау = л б 1) А? j=1,2,3,.",， wo=0, 
4 1 


(2.8.16) 


Bi+l 一 8; = Bilg = вл) - 24, j = 1,2,3,0, go = 0, 
(2.8.17) 
(2.8.16) 与 引 理 2.3.2 中 ( * ) 相同 .由 (2.8.17) 递 推 得 
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_ = АС. £ В 
Eai 8; 22 к! И ГРУ ‚ (2.8.18) 
记 
һА\Аә'°*°Аһ 

h,= n+l as = 0, =  , = 1, =ho= 3 

Bn+1 — Ë; n РРР п Va~ По 81 
# 

Він HnUn _ _ _ Ze, Hn q 52" аси ~i 

rr т а Анат E C P 
所 以 ,有 

2 A,A..." 
о, opg = 298. МАК ко „|. 
4, Paita’ En 
№ о, у — о, 220, я 22 1,# lim o, 存在 .又 因 
vo 7 u = 20010157". 0-1 - U, = Zwn Pas 
所 以 
Ur 一 25) eí pi 
#1 
8&1 = Yo = lim v, + 251, 0, 
ass zz=1 
又 因 
= An pr, sup А„| < оо, 

MRD onp < о, ` lima „Pa = 0, < M /M / 系统 是 遍历 不 可 


约 马 氏 链 ， 故 对 任意 п 有 


0 < ga < 2,2,1 = Уд, 
i=l 
Brsupih,] < co ,从 而 limv。 = 0, 
Е: = 2У\ор, (2.8.19) 


ИП 


1 


gi = Е(60) = 2 > уер. 
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i=t 


从 而 ,由 (2.8.19) 式 得 


paha, lS 
8;+1 Е; 一 2 =; „Ш, Ар + To 2198, 
AN суууну да 
8+1 Bi + зор 22. Ща,’ (2.8.20) 
Bp 
g; = Е 2 агр Ë 1 gi 
1 1 1 Åi k1 Àg А;-10;-1 全 ё: 
3-1 J-l m-l ap m-l k 
= + — -2 = — 2.8.21 
#1 #12, Dap “АЧ Аг А ( ) 
2.8.3 М/М/п 系统 的 忙 期 分 布 
n, j ÈA, 
这 时 А, = А, 1 = 0,1,2,7, р; = "Е 2 
ja, j < n. 


由 《2.8.13) 并 注意 到 W, = Wai + А, B W, 1 与 Ao 独立 ,得 
W (s-W/,. (s) = гуру 5) -W; (s)] Е W; (s), = 1,2,…,n — 1, 


W. (s) = W: (s)Ao (з), 
Wi (s) = 1, (2.8.22) 


Ag (s) = нЕ 
o (s) ma + À + s — ÀAJg (5) 


(2.8.22) 可 解 得 Wi (s)[ = 0"(s)],WZ (s), Wi (5). 
G) 对 于 М/М/2 系统 ,由 (2.8.22) 得 
Wi (s)- Wi (s) = U - Wf(s)] - +W (s), 


Wyls) = WTA (5), (2.8.23) 
2и 
2н +5 +5 +AA0 (s) 


Ав (s) = 


解 之 ,得 


8°(5) = Wy (s) = (2.8.24) 


£ 
À +gu+s—- Ao is) 
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. Ас (5) 
WiO) оду (2.8.25) 


由 {2.8.23) 的 第 三 式 ,得 


E(Ao) = TER ,D(Ao) = сууз? > А, (2.8.26) 
H (2.8.24) Ы (2.8.26) 得 
El) = Ip PCO) T Q А nus ss 
(2.8.27) 
E(W,) = y aP Wa) = ESA 2u > А. 
(2.8.28) 


(н) 对 于 系统 M/M/3, 由 (2.8.22) 得 
(WG) = W; (s) = EU- W? (s)] - WT (s), 
үнө - W3 (s) = ELW? (s) ~ WZ (301 - +W] (5), 
W3 (s) = WÍ Ау (s), 


(2.8.29) 
其 中 
* — 3 I 
АГ) = ГҮЛЗАР (2.8.30) 
H (2.8.29), 
НГА + 2и + s — ЛА (3)] 
0) WE F зура +2и +5 GT 831) 
H (2.8.30) Ж (2.3.32) 得 
Е(Ау) = ЗГА ,D(Ao) = espi Зи >À, 
(2.8.32) 
由 (2.8.31) 与 (2.8.32) 得 
__би+А__ 
E(0) = (65; ap Зи > А. (2.8.33) 
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由 (2.8.29) 一 (2.8.31) 可 求 出 W (s) 与 W; (s). 
2.8.4 М/М/п/п 系统 忙 期 的 分 布 
ХВ, А, = А] = 0,1,2,:---,24 у 2 п BJ À; = 0 
JE» J < п, 


с пи, j = п. 


ЊН (2.8.13) 得 


w? (5) 一 W; (=E [wz () 一 W; (s)]— +W; (s), j = езп — 1, 


Wi (s) = (5) Ад (s), (2.8.34) 
Wu (s) = 1, 
其 中 
— 
Ag (5) = пк ts (2.8.35) 


由 (2.8.34) Ы (2.8.35) [Ж 0"(s) = Wi (s), WY (s) e; 
W! (s). 
(i) 对 于 M /M /272 系统 .这 时 (2.8.34) 与 (2.8.35) 变 为 


W;()- W (з; Wi Ol- ZW O), 


(2.8.36) 
W; (s) = Wi () уа +s’ 
解 之 ,得 
беу Wl = Ив O 
0* (s) = W/ (s) = Зи кА)» + 322 (2.8.37) 
а _ 23023? + мв) 
Wz (s) = (2 + s)[s2 + (Зи + А) + 202] (2.8.38) 
H (2.8. МА И 
Е(ө) = EHA peo) = МЕ t Sa tA? — 2° — Ан? о 8.39) 
22 24 
H (2.8.38) # 
E(W) = 3-1 2, p( w.) = Ве калан. (2.8.40) 
# 
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Gi) 对 于 М/М/343 系统 ,这 时 (2.8.34) 5 (2.8.35) 变 为 
Wi (s) - Wi(s) = X- We(s)] — Wr (+), 
W; e) - WI G) Es = “ГИТ (s) = W (9) = W (e), 


3 


Wx (s) = ДОР" 
(2.8.41) 
解 之 ,得 
0"(s) = Wr (5) 
в + (А + би) би] 
(А + р + 5)[52 + (à + 5и) +62] _ (622 + 225)” (2.8.42) 
В. 
Ев) = б t ЗА + А? (2.8.42) 


бн? 
1 
Зб и 
+ А“ — 36223 — 16432 ~ 4A pe — 24Ан°%). (2.8.43) 
H (2.8.41) 还 可 求 出 W (s) 与 W; (s). 


D(0) = 


(36/23 + 684и? + 49222 + 1243; 


2.8.5 M/M /n/N( n< N) ЖЕНУ Ж 


_ А, j=0,1,- N—1 a ДЕ» 1=1,2,,п-—-1, 
这 时 为 = 0, IPN, “i Nf s J=en,n+1,- N, 
H (2.8.13) 和 引 理 2.8.3, 得 
W; -Wal [wt (O -#] (s) EW (8), j = 1.2, +, п-1, 
(5) = (5) Ақоб5), (2.8.44) 
Wo (s) = L, 
其 中 Am(s) 由 (2.8.7) 给 出 .由 (2.8.44) пр 9° (s) = М (s), 
W; (s), Wa (s). 
(i) 对 于 M/A/M /7172 系统 ,这 时 ,(2.8.44) 变 为 
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W? (s) — W (s) = ZU- Wr (s)] - T WT (з), 


(2.8.45) 
WZ (5) = wO 
解 之 ,得 
ж — * — ulat s) 
a*s) = Wi (s) = (а + si (2.8.46) 
2 
+ =< 一 £ 
W, (s) 一 (a + s)! + Аз’ (2.8.47) 
H 


2 2 
Е(0) =# 2 рв) = TMu tE., (2.8.48) 
ГА 


+ 28? + 44и + А2 
E(W,) = 2и + А, D(W,) = ё : 


(2.8.49) 
(ü) 对 于 M /M/1/3 系统 ,这 时 (2.8.44) 变 为 
Wr (s) - WZ (s) = Ж[1- Wr (s)] - T Wi (s), 
(2.8.50) 
W; 6)-®; (5) 2 ГИТ (s) — W; (s)] = (5). 


解 之 ,得 


ww усл (мА "(п + sP + дш 
0" (s)= Wi (Mr lle t sY t as] ts) (2.8.51) 
H 


Е(ду = etat, (2.8.52) 
# 
(ú) 对 于 M /M 2⁄3 系统 ,这 时 (2.8.44) 变 为 


ЗУ (5) - WZ (s) = [1 — Wy (s)] -~ 1 WT (з), 
502 + з) (2.8.53) 
* __ ы 24 E 
Wi (5) = W? (s) (2н + s)? + Às 
解 之 ,得 
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0* (s) = WY (s) 


ян + s)? + А51 
© (àt pt 5) (02р + s)2 + As] — 24а (28 + s)” 


(2.8.54) 
2 
Е(6) = —— tt, (2.8.55) 


2.8.6 M /M /n/m /m(n < m) ОТ ЯД f 
这 时 
à= (m — j)2, }=0,1,2,+°,т 


ju, j=1,2,…,n—-1 
#j 一 


пи, J = n,n +T 1,” , m 
内 (2.8.13) 得 
Wi (s) — Wa (s) = рк - #;(5)] 
уд (s), j = 1,2, п – 1, 


(5) — Wp. (5) = чн 


уи (5), j= пъп + 1, mm — 1, (2.8.56) 
Ы — * A 
Wils) = Wils) mas’ 
LW (s) = 1. 


ш (2.8.56) [Ж 0" (5) = Wr (5), W3 (s), WI (s). 
(i) 对 于 M /M /1/2/2 系统 ,这 时 ，(2.8.56) 变 为 


Wi (s) = WZ(s) = ZD - Wr (s)] Г (5), 


* __ * Ë 
W; (s) = W, (s) +5 


(2.8.57) 
解 之 ,得 
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н\н + s) 
(А+а+ 5) (а + s) – àp 
EC) = 26, 


9* (5) = Wy (s) = 


GD 对 于 MAM 7/17373 系统 ,这 时 (2.8.56) 变 为 
Wi (s) — W; (s) = AU - Wr (s)] 一 эдт (з), 


W; (s) — Wy (5) = 全 [Wi (s) — WZ (s)] — + W: (s), 


W (s) = W; (5) Ts 
解 之 ,得 
8“ (5) = 
Н. 


{и + s)? + Ағ] 
(22 + а + з) [Се + s)? + As] 2Ан(р + s) 


5 


Е(6) _ K + 24и + 222 
= Ёле. 
а 
(ш) 对 于 M /M /2/3/3 系统 ,这 时 (2.8.56) Æ% 


W; (s) — Wz (s) = AU- Wr (s) -WtO 
W; (W (s) =. = ЕТИ (s) -W2 (s)] 008), 
解 之 ,得 
0" (5) 
H 


_ [(2z + s} + А5] 
(24 + g + з) Ор + s? + As] 440и + s) 


* 


2н? + 24р + А2 
Е{(8@) = E . 
# 


(2.8.58) 


(2.8.59) 


(2.8.60) 


(2.8.61) 


(2.8.62) 


(2.8.63) 


(2.8.64) 
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第 三 章 М/СЛ 系统 


该 系统 的 基本 假设 是 : 

(1) 顾客 到 达 间 隔 时 间 序 列 1J, ,nn 之 1| 是 i.i.d. 随 机 变量 序 
列 , 且 ,一 (1,4),n 之 1, 芭 系统 的 输入 过 程 |1N(t) ,1 滨 0| 为 参 
数 ( 强 度 ) 是 4 的 泊 松 过 程 . 

(2) 各 个 顾客 的 服务 时 间 序 列 1B, ,nn 之 1 是 i.i.d. 随 机 变量 


序列 , 且 Е(В,)=--,р(В„) = ,E(B;) 存 在 有 限 ,BB 与 B 同 分 


布 ,其 分 布 鲨 数 记 为 B(z). 

(3) 服务 机 构 只 有 一 个 服务 台 , 服 务 规则 (如 果 不 特别 说 明 ) 
为 先 来 先 服务 (FCFS) 等 待 制 .并 设 1J,,n 之 1) 与 1B, ,nn 之 1 相互 
独立 ， 


83.1 统计 平衡 队长 


3.1.1 ЖАБЕ 


É Q, AEn 个 顾客 被 服务 完 离开 系统 时 系统 中 的 顾客 数 
(WK), Y, 为 在 第 n 个 顾客 服务 时 间 B, 内 到 达 系 统 的 顾客 数 , 显 
ЖЖ Y, = N(B,). 记 


1, z=>0, 
є(х)= 0, z<0. (3.1.1) 
由 基本 假设 知 ， Ү,..9 Q, 独立 ,于 是 有 
Q. =Q. - Eln) + Y,, 1, n>1. (3.1.2) 


定理 3.1.1 由 (3.1.2) 式 确定 的 随机 序列 {Q,,n 之 1| 是 齐 
次 马尔 可 去 链 . 
证 因为 对 任意 非 负 整数 kiskas skar A 
+ 116 : 


P| Qua = kni) Qs = 大 QU = ka Q = kal 
= РФ, ~ s(Q,) + Yar = k, I|, = kns 
Q, = Ё, р. Q, = і 
= РҮ» = ka — Ё, + е(6,) 
= Pi Qu = karl | Q, = kple 
所 以 1Q, ,nn 之 1| 是 马尔 可 夫 链 ,又 因 Yi, Y,, Yg, o AHE Ah yr. Fi 
分 布 , 设 
p = РҮ =Ë], k=0,1,2,.. (3.1.3) 
则 当 ¿> +1 时 
bi(n.1DAP|Q,. =;j|Q,=il=P[|Y, a=i-i+ll=0. 
"4 ¿=0 
b (m,l)= p|Q,. =j|Q,=il=plY,. = jl= bi. 
M 0< ¿=< +1 Bf 
Рът.) = p| Y, i=j-i+ll= русо 
Вр 


ру, 1=0,3220, 
м 0<i=j+1, (3.1.4) 
0, 2; +1, 
此 未 b (n ,1)5 п 03,8019, nal trik u КЕЕ. 
申 (3.1.4) 式 ,|Q,,n 之 1| 的 一 步 转移 概率 矩阵 由 (3.1.5) 式 
给 出 .我 们 称 |Q,,n 实 1| 为 MA/G71 系统 的 能 人 马尔 可 去 链 . 由 于 
О, ,之 1| 的 任 两 状态 都 相通 , 故 该 马尔 可 夫 链 是 不 可 约 的 . 
Ро Ру P2 Рз Pa “° 
Po P. Р» Ps Ра 
p= 0 po Р Р pa "ү (3.1.5) 
0 0 po b b `“ 
0 0 0 po д 
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LA pa = po 20, p; = р; 20, 1:221, ТО, n21 £ E: dË 
周期 的 . 

定义 3.1.1 如 果 对 任意 整数 之 0, 有 z,20, Н рэ m = 1, 
则 称 数 列 | x ,位 0 为 概率 分 布 .如 果 概 率 分 布 f rs А220 E 

x = xP, (3.1.6) 

其 中 x = (полу, mo), P 为 状态 空间 是 10,1,2,…} 的 离散 参 
数 马 尔 可 夫 链 的 一 步 转移 概率 撼 阵 , 则 称 fm ,二 之 0 为 马尔 可 夫 
链 的 平稳 分 布 . 

上 定义 中 的 (3.,1.6) 式 等 价 于 下 列 方程 组 


m = У) хра, k=0,1,2,.. (3.1.7) 
定理 3.1.2 M/GA ЮША О, п> 
在 唯一 平稳 分 布 [x ,之 0| 的 充 要 条 件 是 pat < 1, 且 这 时 
m = limP{Q, =k}, kZ0. (3.1.8) 
证 ”由 [2] 中 第 三 章 81 EMIA, Q nF AERES 
o<1, 再 由 [2] 中 第 二 章 定理 2, 立 证 结论 . 
3.1.2 平均 队长 


现在 来 讨论 M/G71 系统 处 于 平衡 状态 后 的 平均 队长 . 当 p 
<1 时 ,对 于 嵌 人 马尔 可 夫 链 | Q, n21}, (3.1.2) 
E(Q,,)=E(Q,)- E[e(Q,)]t+ E(Y,, i). (3.1.9) 
记 E(Q)= limE(Q,), 因 为 ,limE(Q,+1)= limE(Q,), 


F(Y,a)=E[N(B,,)]= |” ELNG)1aB(u)= |” аав) = p, 


(3.1.10) 
E[e(Q,)] =PIQ, >0}=1-Р{О,„=0}. (3.1.11) 
在 {3.1.9) 中 令 п coi 
1- lmP{Q,=0}=p, 
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Ер 
mz = 1-o. (3.1.12) 
将 (3. 1.2) 式 两 边 平方 再 取 数 学 期 望 ,并 注意 到 [se (Q,)1 = 
:(9,),0,(0,) = Q, B Y, .,5 Q, 独立 ,再 令 一 oo 得 
E(Q2)=E(Q2)+ E[e(Q)]+ E( Y2) -2Е(0) 
-2Е(Ү)Е[=(9))+2Е(0)Е(Ү). 
解 上 方程 得 
Е(9)= Е[(Ү?) 202+ р]/(2—2р). (3.1.13) 
又 因 


F(Y2)= ELN?(B)] = | ELN*(B) | B = 2]4800) 


- [кїм у1ав‹:) - Par + A2)dB(4) 


= A E(B?) + АЕ(В) = å? + р + о, (3.1.14) 
将 (3.1.14) 代 入 (3.1.13) 得 


_ А?в? + 2 
E(Q) Pt AI): о<1, (3.1.15) 


киянка ннн Е(Т): 
= E(Q) a 
E(T)= P же р<1. (3.1.16) 
因此 平均 等 待 时 间 EONA 


E(WHE(T)- E(B) = ÈL tE - 


AE ( B2) 


А0) 2(1-2)' (3.1.17) 
再 由 利 特 尔 会 式 ,可 得 平均 排队 长 E( Q.) 
_ _ A2E(B2) _ àa + д? 
E(Q,)=XE(W)= 2(1- o) 2(1-2)' p<1. 
(3.1.18) 


由 {3.1.12) 知 ,服务 台 被 占用 的 概率 ,也 即 顾客 到 达 和 需要 等 待 的 要 
率 为 
PIiQ>0}=p. (3.1.19) 
从 而 顾客 到 达 不 需要 等 待 的 概率 为 TI р. 
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特别 
(1) 对 于 М/л өткүт а? =0. 
从 而 得 


2 
20—02. + 
E(Q)= E(T)=% Kaz 


2(1- р)’ 
= р? = р? 
ЕСИ) = р), ЕС@,) = 55у, p<1. 
(3.1.20) 


(2) 对 于 M/M/1 系统 ,因为 Е(В) = a= P FMA 
Е(9)= ,BE(T)= 17.00) = EO, р<1. 
(3.1.21) 
3.1.3 队长 的 分 布 


现 讨 论 系统 处 于 平衡 后 队长 的 分 布 . Q, А РСЕ 为 
Q, (z),B*(S)28 B 的 LST, 则 由 {3.1.2) 式 得 
Qual) = E(t) = Е[:@760)]Е( 11). (3.1.22) 
因为 : 
Elsta) = Elge] = [ELO 14B(a) 
= B*(à — Ах), (3.1.23) 
Elz% 9] = PQ, = 01 + Уа Ір, = b| 
= P IQ, = 0 + EIQ) - PQ, = 011, (3.1.24) 


将 (3.1.23) 与 (3.1.24) 代 入 (3.1.22), 再 令 n— o (T: Q (z) = 
lim Q, (z))# 


Q(z)=B" -azi -p+ ELUTE, (3.1.25) 


解 出 Q (xš 
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_(1-—р)(1—)В*(А—Ат) 
Q(z) BU j g Р<1. (3.1.26) 


由 于 B*(0)= - Е(В), В* (0) = E(B2),Q”(1) + Q”(1) = 
Е(9?),0'(1) = E(Q) 利 用 洛 毕 达 法 则 可 得 
MECB)P , ŻE) , АЕ(В?)(3 20) 
41-py 3-0 2(1-р) 
特别 ,对 М/МЛ 系统 [ 设 В 一 (1, yp)], 因 为 Е(В)= 1,8 И 


D(Q)= +0 2. (3.1.27) 


(5) = -全 - ,由 (3.1.26) 式 得 
“rs 


Q(z) = 2 = (1-р) Dle = У) A-o) 
(3.1.28) 


所 以 ,队长 的 平稳 分 布 为 
Р{О=}=(1-р)#, Ё=0,1,2,+°._ (3.1.29) 


而 对 M/DA 系统 ,因为 服务 时 间 В JEREB (=) = 


278 ,0(В) = 0, 所 以 由 (3.1.26) 式 ,得 


(1-е)(1- =) 
Әб) таур CSL (3.1.30) 


对 QAF ЬН АТ (k=0.,1,2,--), HE z=0 得 
| PIQ=1|=(1-p)(e -1), 


4 (оўн -i 
Ріо =ї=й е + а-а Dil 222. 


(3.1.31) 


93.2 等 待 时 间 的 分 布 
3.2.1 FCFS 等待 时 间 的 分 布 


对 于 М/СЛ 系统 , 设 W 为 一 个 顾客 的 等 待 时 间 ,p<<1. 因 
为 Q 恰好 等 于 在 多 5 B 内 到 达 的 顾客 数 , 即 
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Q=N(W+B)=N(W)+ N(B). (3.2.1) 
因为 


Q(z)= Е[К#'®] = J uen | W = rldPiW < z} 
- [Ега < zl= 人 ELzxee]apiB < yaplW < zl 
0 0-0 
= | | ecap < ›}4Р|{У/ < zl 
= | “esp{W < х1 е-*%-®рР\{в < у! 
0 0 


= W* (А – А)В” (А — åz), (3.2.2) 
Ah WCA W hI LST. (3.1.26), All- 2) = 5,49 
= 0):8' (з) у= (s)B (5). 


АВ“ (5) +5-А 
从 而 
(1—р)» 
у" (5) = TAB") (3.2.3) 
х 


№" (5) =- А(1- p) 
В" (УХАВ" (5) +54] 211-В* (5) +:В* (s) ЛАВ" (э)+1] 
[АВ* (5) + s — А]? 


(3.2.4) 
连续 用 洛 毕 达 法 则 三 次 ( 令 s—0 + 0)48 


ж” 2 _ ж нг ж ' 
уу *”(о)= 4(1 — р) ЗАВ юг 2н (ЮП. AB" (0)] 


_ „Г АЕК(В?) P АЕСВ?) 
= 200 | "З= р) (3.2.5) 
由 (3.1.17}) 式 得 
_ГАЕ(В?) Т, АЕ(В?) АЕ (В?) 
рож) | + 3 a {EW + Hp) G-2.6) 


故 有 逗留 时 间 SA S= W + В) LST 为 
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"у= (17 0)5В" (к) 
Š (s)= аав"), (3.2.7) 


_[AE(B2)12 АЕ(В?) 
рс) = [3029] +306) + (3.2.8) 


因为 N(W) 与 N(B) 相 互 独立 , 且 

D[N(B)]= E[N’(B)] - E°[N(B)] 
АЕ(В) + А?Е(В?) — А?Е?(В) 
= AE(B) + A2D(B) (3.2.9) 
А 
Р 


+ А?в?, | (3.2.10) 


D[N(W)] = AE( W) + А2р( W) 
_А?Е(В?) АЎЕ(В?) 12 ‚ АЗЕ(В?) 
201 - р) ЖЫ —р) | "30 — р)` 
由 (3.2.1) 式 也 可 得 (3.1.27) 式 . 
特别 ,对 于 M/M 71 系统 ,因为 
E(B)= 工 ,D(B)- 1,,Е(В2)= 2,,Е(В3)= 6,В*(5)= -4-, 
4 E и н HTS 


所 以 有 


(3.2.11) 


#`(з)=1-в+ ЕСА). (3.2.12) 
由 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 公式 得 W ТЕЛЕ ра 
— — еб => А 
ба) = ч PSl) + еби) r 2220, (3.2.13) 


А <O. 
3.2.2 先 来 后 服务 (FCLS} 等 待 了 时间 的 分 布 


前 面 讨论 的 排队 系统 都 是 在 先 来 先 服务 的 规则 下 进行 的 ,但 

是 ,在 实际 问题 中 往往 要 考虑 先 来 后 服务 的 情况 .例如 ,存货 系统 

的 盘存 ,以 及 在 某 些 铺 况 下 计算 机 内 部 的 调试 等 .显然 ,“ 先 来 先 服 

务 ” 的 队长 . 忙 期 与 “ 先 来 后 服务 ”的 队长 , 忙 期 是 相同 的 ,但 是 , 顾 

客 的 等 待 时 间 是 不 同 的 .因此 ,对 先 来 后 服务 情况 我 们 只 需 讨 论 顾 
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客 等 待 时 间 ， 

当 颖 客 到 达 系 统 时 ,如 困 系 统 中 无 顾客 , 则 他 不 需 等 竺 ,立即 
进 和 人 服务, 如果 系统 中 有 顾客 , 则 他 要 等 待 ,是 等 待 时 间 仍 记 为 
三. 由 于 服务 规则 是 先 来 后 服务 ,所 以 他 的 等 蔡 时 间 ( 与 他 到 达 时 
的 队长 无 关 ) 是 两 部 分 之 和 ,第 一 部 分 为 剩余 服务 时 间 В. ,因为 
本 章 只 考虑 系统 处 于 平稳 状态 后 的 结果 , 当 系 统 处 于 平稳 后 ,时间 
上 将 足够 长 ,B., 即 为 剩余 服务 时 和 间 的 极限 ;第 二 部 分 为 他 进 人 系 
统 后 一 直到 他 接受 服务 前 到 迷 系 统 的 所 有 顾客 服务 时 间 之 和 , 即 


мВ.) 


2; 0 ,其 中 0 ,0 ,9 ,…i.i.d, 且 均 与 系统 МИСР 的 忙 期 0 FJ 
分 布 ,06 =0,|N(z) ,zt 之 01 为 参数 是 4 的 泊 检 到达 过 程 , 即 


NB) 


W=B,+ > 0, (ЕЖА РАЯН). (3.2.14) 


故 玉 的 LST 为 
W"(S)=F(e )-Е[е T1 系统 处 于 忙 期 时 ]p 
+ {1 一 op)E[e ”| 系统 处 于 闲 期 时 ] 


NGB) 


| —(B,+ > Я 


= 1-р+рЕ 
sa 
со 一 9 8, 
=1-p+oj |。 = larin, < t! 
DH 


=1—-p+ Del Ыы [eino = nļdPÍB,< £} 


= 1-р+ of Ууг0" со) "apip, < t} 


=1- р + ое gplB, < {| 
=1-p+pøB?f [s + À — А0*(5)] [8 (1.6.30) <] 


-1-е+ КВАС) [由 (2.3.29) 式 ] 
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_ all- 0" (s)] 

=i pT AM") 
由 (3.2.15) 式 或 (3.2.14) 式 得 
N(B) 


E(W)= рЕ[В, + > 06] = оіЕ(В,) + E[N(B.,)]E(8)] 


(3.2.15) 


| EED ү АЕСВ 2 S 


P|2E(B) 2Е(В) `к-А 
= Бо, o < 1. (3.2.16) 


将 (3.1.17) 式 与 (3.2.16) 式 进行 比较 知 , 先 来 先 服务 平均 等 待 时 
间 与 先 来 后 服务 平均 等 待 时 间 是 相等 的 . 因为 


мв.) МВ) 
ECW ЖИ) = F|B1+ 2B, 2; 6, + ( 2; a) ] 
м) оа ма 
=E af E| 23; aP IB, < t} f E[ 2,6] ар\В,< г} 


Nis) 
- а А 1р[>]%]+ ela], <и) 


2AE(B2) AE(B,) А?Е(В?) 
“ЗЕ(В) ` uÀ + AE(B, IDCO) + 7 ate 


н?Е(Ві) | АЕ(В, (uĉa + и) 


© (и-АЎ (K a "01 
所 以 
D(W)= E(W?) - E2(W) = pE(W? | ҖЕ) - una 
_ E(B?) , ulo? + н)Е(В?) _ 22[E(B2)J 
C 3-3 7 (аА) 4(1— р)? ` 
(3.2.17) 


53.3 М /СЛ 系统 


MEGA 系统 与 М/С /1 系统 的 区 别 仅 是 每 次 到 达 的 不 是 一 
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个 顾客 ,而 是 上 个 顾客 . 设 r= Е(2), 2 = DE), ER РСЕ 为 
К(2). | 

设 Q, 为 第 n 个 顾客 服务 完 离 开 系 统 时 系统 队长 ,类似 于 
83.1 的 证 明 , ГО, п;>1|&—1-Ш АЛЫЕ, НЩ од <1 Bf 


该 马 氏 链 存在 平稳 分 布 .因为 

Q, =Q,- s (Q,)+ Y,a I t(ë—1)e(1- Q,) 3 (3.3.1) 
其 中 elx) 仍 由 (3.1.1) 式 定义 ,Y,41 = Х(В, . D HE B, . PE 
达 的 顾客 数 , 设 6.6, ,6 …i.d.d 且 均 与 上 同 分 布 ,so=0 易 见 


E(Y,+1) = E(X(B,+1))= F УАріВ, .1<21 =ë, (3.3.2) 


E(xY.a) = Е{ 8а) ] 一 |, Е[&^'?1аР1В,„,\ < z! 


оо k 
= j У\Е[2%+ АКТ] QALIP] Byn < tÍ 


Ü =0 


= P Diro GP Brn < 1} 


一 [еар | Bus < El 
= B*[à — АЁ(=)]. (3.3.3) 
3.3.1 平均 队长 


在 р=4<1 条 件 下 ,对 (3.3.1) 式 两 边 取 数学 期 望 ,并 令 no, 
注意 到 limE(Q,+1) = im E(Q,)=E(Q), im E(Y,,)=E(Y)= 
ELX(B)] 与 (3.3.2) 得 

E[e(Q)]=E[X(B)]+ E(#—1)E[e(1— Q)], 
即 
Рі9>0| =e +(r-1)P[Q=0|l. 
因为 Pi 02201 =1, 所 以 得 
рі9=0}= 2. (3.3.4) 
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从 而 
PlQ>0 === Ele(Q)]. (3.3.5) 


对 (3.3.1) 式 两 边 平方 ,注意 到 
9,(9,) =0,, Qe- Q) =Q, e- Q,)=0, #2(Q,)=(Q,) 
得 
92,.1= 9 +:(0,) + Ү,,+(2-1)2(1- Qa) –20, 
—-2Q,Y,,i -2Y,, u e(Q,) +2Y,. (£ 1)e(1- Q,). 
(3.3.6) 
对 上 式 两 边 取 数 学 期 望 ,并 注意 到 随机 变量 的 独立 性 得 
Е(Ү?,1)= Е[Х?(В,.1)1 = E[X2(B)] 


= 022.46, I B = ;]4РІВ < £} 

- [7 вгх(г)Јарів < 4 

- [> EDG) | NG) = KJPING) = kldPlB < t) 
=- DE ee 人 < 


= | ait + r2(At + А212)аРіВ < t| 


(де? + м?УЕ(В) + Ar E(B?) 


= rp + e + А?г?а? + Ал, (3.3.7) 


Е[(#-1)°є(1- 9,)1= (92 +2 -2ғ+1)РІФ, 01, 
(3.3.8) 
Е[29,Ү,+11=2Е(Ү,,:)Е(0,) =20Е(9,), (3.3.9) 
Е[2Ү,.+16(9,)1=20Рі9, >01, (3.3.10) 
Е[2Ү,.:(2-1)е(1-9,)1=20(ғ-1)РІ9,=0}. (3.3.11) 
ЖА поо ,得 . 
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_ 2 
2(1-p)E(Q)= 0—1 + + pt p? t Arta? 


_ о 05.2 
Htr 2r+ e 27р >e 2p 


一 一 2 2 
+ 2то72о—2гюр +2p 
r 


= 32,242 + р +20(1 р) + 一 
故 
al+r2- r 422042 + д2 
E(Q)= о+ “Z + —Ë 0<1. (3.3.12 
(Ө) ору + 207p) Pel (3.3.12) 
3.3.2 队长 的 分 布 


假定 先 到 达 的 批 先 服务 .由 于 同 批 到 达 的 顾客 数 是 舱 机 的 , 因 
此 , 同 批 顾 客 的 顺序 是 任意 的 . 设 Q. (2) Q, 的 РСЕ, Q (=) = 
lim Q(z) ,因为 


Е[:9. tD- = SI Ee Oe Dd]p{ 0, = hl 
=й 
= Е(##%)Р|О, =0 + У 21Р, = k] 
i kzt 


- 1-0.) + 二 [Q,(z) - PIQ, = 011. 


(3.3.13) 
H (3.3.3) R 


О(=)= lim Q, , (z) — Elz”) lim EL x “Qe 1),)] 
= B*[A Ав (а) | 00860) -1]+ ды) | 
(3.3.14) 


f Q(z) 得 


_(1-o)[R(z)-1]B”"[A —AR(z)] 
Q(z)= rz=— rB"'[A — AR(z)] ‚ (3.3.15) 


当 & 重 为 1 时 ,由 上 式 立 得 (3.1.26) 式 . 
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3.3.3 4 


对 М*/С /1 RAR, TDS РЕР Ж X. Хх 
Ж:Ш—Щ(ёЛЭЮ ЖЗ! H ЇЇ ЭЯ. 它 是 指 :系统 本 来 处 于 闲 期 ,从 
系统 开始 到 达 一 批 顾 客 时 起 一 直到 系统 中 又 没有 顾客 时 止 这 段 时 
间 , 用 9 表示 其 长 .9 Ж мисл 系统 得 忙 期 . 到 达 的 个 顾客 分 
别 记 为 A ,4:，…,Ae. 由 于 忙 期 与 服务 顺序 无 关 , 所 以 ,在 讨论 忙 期 
时 ,有 时 依 先 来 后 服务 规则 处 理 , 邵 先 为 А, 服务 然后 为 在 服务 A 
期 间 到 达 的 顾客 (这 些 上 顾客 可 视 为 A 的 第 一 代 “ 子 女 ”) 服 务 , 然 后 
为 A, 的 第 一 代 " 子 女 " 服 务 期 间 到 达 的 顾客 (这 些 顾客 可 视 为 A 的 
第 二 代 “ 子 去 ”) 服 务 , 如 此 等 等 , 当 A 以 及 其 各 代 "“ 子 女 " 都 服务 完 
时 ,再 为 А, 及 其 各 人民“ 子女" 服务 , 依 此 类 推 .由 此 ,又 引出 第 二 种 忙 
期 , 它 是 指 :从 开始 为 一 个 顾客 服务 时 起 一 直到 该 顾客 以 及 其 各 代 
“子女 "都 服务 完 时 止 这 段 时 间 , 用 0 表示 其 长 .用 4"(s), 人 @“(s) 分 
别 表示 0,0 的 LST. 易 见 有 


Е 
Ө = 56, (3.3.16) 
i=l 


其 中 8,,9,,0;,… 相 互 独立 目 均 与 0 同 分 布 ,从 而 有 
B*(s)= R[9*(s)],( 其 中 Е(«)5 € h9 PGF). 


| (3.3.17) 
xH ё=В+Ө,+ @,+ + øn, (3.3.18) 
8=U+8, ++ + Өш), (3.3.19) 


é 
其 中 61,6@2,8B3… 相 互 独立 均 与 Ө 同 分 布 ,U = > В,,В,,В,, 


B3,… 相 互 独立 均 与 B 同 分 布 ,N(B) 为 在 B ФКА. Н 
(3.3.18) 式 得 
8*(s)= Ele 2), 
= Ele [Bte Ot nm] 


= j е-чЕ{е7781+9,7 t Onli APB < | 
0 
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= | e. lB "(PIB < | = B*"[s + À АӨ? (5)] 
Ü 


= B*[s +à - AR(0*(s))J. (3.3.20) 
由 (3.3.20) 与 (3.3.17) 式 或 由 (3.3.19) 式 得 
@*“(s)=R|B"[s+A—A@"(s)]1. (3.3.21) 
因为 
BE(U)= 工 , DC(U)= r+ S, (3.3.22) 
# и 


所 以 ,由 (3.3.19) 式 得 


2 2 22 
rp + а, + ти rÀ 


= r = = < . 
(3.3.23) 
(3.3.16) (3.3.20) , 48 
__ 1 _ тида? + r otoo, т 
E) = (Zo 00) = ra2(1-— р)? 3 P= g <0. 
‚ (3.3.24) 


Уу МЕЙН @ 中 服务 完 的 顾客 数 , M 为 在 一 个 8 中 服务 
完 的 顾客 数 . 避 (z),M(z) 分 别 汐 S, M 的 PGF, 则 易 见 有 


€ 
Z= $M; (3.3.25) 

i=l 
M=1+3 +2, T + Ēna» (3.3.26) 
> = +È +2Z T+ + ZN(u) (3.3.27) 


其 中 >, А >), , У; , … 相 互 独立 均 与 > 同 分 布 - 类 似 于 上 述 (3.3. 17) А 
(3.3.20) ,(3.3.21) 式 的 推导 得 


Elz) = R[M(:z)], (3.3.28) 
М(=) = zB* |à) — AR[ M(x)]! , (3.3.29) 
(х) = RÍzB*[A — АЎ(«)]), (3.3.30) 
从 而 得 
or са + Аа к до A 
E= OPD(Z)= рыр ——- -py ГАРТ (3.3.31) 
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E(M) = Ts < 1, (3.3.32) 


Р(Х) = rD(M) + aO (3.3.33) 
2 2 .3 2 2 
рем) = Ато tre TÀ (3.3.34) 


ríl- p) ‚есш 
3.3.4 FCFS ЛТА 46 £ P ЇН 


用 W 表示 FCFS 规则 下 的 一 个 顾客 的 等 待 时 间 的 长 . 为 为 
wW 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 该 顾客 (用 А 表示 ) 所 在 批 的 等 待 时 
E 镀 ;, 另 一 部 分 该 顾客 在 批 中 的 等 待 时 间 W, , ED 
W= Wy+ W.. (3.3.35) 
XH W, 与 W, $š ‚ТЩ W (s), W (s), W£ СУ) 
m W,W,,W, 的 LST 时 ,有 
W*{s)= Wi (Б) И Cs). (3.3.36) 


Ё 
XA U= >; Bi 的 LST 为 


U"(s)=R[B"(s)]. (3.3.37) 
将 (3.2.3) 中 的 B" (s 8 U’ (5) у 
era (1-p)s = Ат 
W; (s) s-a TAR[B *(5)T б g S1 (3.3.38) 
由 (3.1.17) 得 
_ AE(U?) _ A(ra2a2 + a? + r?°} Ағ 
ЕСИ) =G у= Zea- Ü рь 
(3.3.39) 


因为 


E(U)= SECS B PIE = n] 


> > ECBBB) Pe = ni 


J 
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= У)|яЕ(В?) + 3n(s - 1)E(B)E(B?) 


+ (п —2)(n – 1)я[Е(В)ріР{& = n} 
= E(B?) + ДЗ е + 2 r) + Е(8) — +], 
(3.3.40) 
所 以 由 (3.2.6),{3.1.17),(3.3.40) 式 得 


D(w )=[E(W) + А 


3 
5(1—рў E (B ) 


+21513020002 + 2 r)+ E(ë)- r]!, 


е=*”<1. (3.3.41) 


现 来 求 W? (s) HAME A 是 一 批 个 顾客 中 任 一 个 顾客 ,他 在 

批 中 的 位 置 可 以 是 二 个 位 置 中 的 任 一 个 位 置 , 又 因 一 批 顾客 的 服 
£ 

务 时 间 为 U= > B;, 现 在 U 中 任 取 一 点 ,该 点 依 概率 为 1 落 在 


某 个 服务 时 间 B 中 ,此 B 所 在 的 位 置 认为 就 是 顾客 A 在 批 队列 

中 的 位 置 是 合理 的 .由 图 3-1 易 见 , W, 5 B 的 年 龄 (逝去 时 间 ) 

召 - 之 和 等 于 U 的 年 龄 口 - , 即 ; 
U-=B_+W,. (3.3.42) 


图 3-1 
LA B-5 W, 相互 独立 ,所 以 U 的 LST S+ В, W, BJ 
ELST 之 积 , 即 


U"*(s)=B`(s)W/ (s). (3.3.43) 
再 出 (1.6.30) 式 得 
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1-0" (5) 1-В* (5) 


ЕСО) "` EGB) W (s). (3.3.44) 
故 . 
321-065) E(B)_1-R[B*(s)] 
W;(s) 1-В8* (5) ЕСУ) r[}i-B*(s)]’ (3.3.45) 
E 


Е(1?) _ E(B?) 
2E(U) 2E(B) 
22 2 2 22 
rao + st + т пос + 1 
Е 27и 2p 
g? 十 r?-r 
= “y (3.3.46) 


D(W,)=D(U_)- D(B_) 
_Е(10?) [2009 F ЕВӘ. ГЕВ 9 


E(W,) = E(U.) - E(B.) = 


3E(U) 12Е(0)1 3E(B) 12Е(В) 
E(U2) ~ -Е(В?) " (Aryo? + о + ғ? + r)(r — а? — т?) 

u 3rE(B) 42 ц? 
(3.3.47) 


由 (3.3.36),(3.3.38) 与 (3.3.45) 式 得 
(1- о) .1- RLB"(s)| 
5-А+АВІВ"(5)) r[1-B*(s)}? 


W*(s)= (3.3.48) 


НҢ. 


Ат? po? + ид? + ти\т + р 1) 


Е(У у= Е(У/,) + E( W,)= 2ra2(1- р) 


(3.3.49) 
kA 3-1, EB A 之 前 的 顾客 数 为 4, 则 有 


£ 
W,= >) Bi， Bo=0. (3.3.50) 
1=0 


记 РСЕ Ж (=), 19 
(5) = ЕВ? (5)]. 
(3.3.45) 649 
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1_ RIB*(s)]_ rna 
r[1—B*(s)] ГВ (s)]. 


© B° (s)= 2,18 


E) = 60), (3.3.51) 
H РСЕ 的 反 演 公式 ,得 
ріе= к= Доо) = HEZE ,p=0,1,2,.., (3.3.52) 


即 在 长 为 4 B A P| HEREA ‚ Ш] {ЕТЕ БА УГ) РИ # Ж 
£ 的 分 布 由 (3.3.52) 式 给 出 ,上 的 PGF 由 (3.3.51) 式 给 出 ,由 于 
U WHARAU, 55 U RER О _ 同 分 布 ,所 以 在 该 顾客 之 后 的 
顾客 数 也 与 上 同 分 布 ,由 (3.3.52) 式 知 


Ple=01 -+- Eley: (3.3.53) 


3.3.5 FCLS 规则 下 的 等 待 时 间 


在 мсл 系统 中 , 设 W 为 一 个 顾客 在 非 抢占 FELS 规则 
下 等 待 时 间 ( 的 长 ), 则 W 也 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 为 该 顾客 所 在 
批 的 等 待 时 间 丈 /, 另 一 部 分 为 该 顾客 在 批 中 的 等 竺 时间 W, В 


W = W; + W,. (3.3.54) 
由 于 W, 与 W, 独立 ,所 以 有 
W*(s)=W/(s)W/ (5), (3.3.55) 


因为 

= В. + @,+Ө,+ + Өв) Wi>0, (3.3.56) 
又 因 这 时 有 关系 式 { 见 图 3-1) 

U,=W,+B,, (3.3.57) 

EPB, U AIA B, U 的 剩余 时 间 ( 寿 命 ). 由 (3.,3.56) 式 得 
ү; (5) = Ele ™ | 批 到 达 时 系统 不 空 ]P| 批 到 达 时 系统 不 空 } 

+ Ele | 批 到 达 时 系统 空 ]P[ 批 到 达 时 系统 空 |. 
因为 Ele Wi:| 批 到 达 时 系统 不 空 ] 
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= Efe Btt ua 31} 
= [еее ево рар |В, < г] 
0 


= B? [s+ À — АӨ" (5)] 
_ 1-B'°[s +А-АӘ* (5)] 
[S+A-à30"(s)]E(B) 


_ nA[l— 0" (s)] 
= REG (3.3.59) 
记 p=P1 批 到 达 时 系统 空 ] ,从 而 得 
* — _ н11- 90*(s)] 
W/(s)=(1-P) ART CY] 
Cohen[1982] 给 出 M ,/G Л RAIEK IH ИА КА ЕЕЕ Ж: 


_ (1-—р)(1-=)В*[А-АЁ(=)] 
P(z) B'[a-ARlz)]- z . (3.3.60) 


[由 (3.3.20)] 


+р. {3.3.59) 


从 而 
p=P(0)=1-p. [BR R(0)=0), = 42. (3.3.61) 
将 (3.3.61) 代 人 (3.3.59) 得 


ү (5) =1-р+ А118" (5) 


5 十 太一 人 RE9 (Cs)] 
ZA ,与 U_ 同 分 布 ,B14 与 B- 同 分 布 ,由 (3.3.57) 式 ,利用 求 
{3.3.45) 式 类 似 的 方法 得 


W; (s) = 


(3.3.62) 


1~ R[B*(s)] 
r[1-B*(s)] 
由 (3.3.55),(3.3.62),{3.3.63) 式 得 


а-о) REB* (s)]} 
п-в" 


А[1-0*(5)] 1-R[B°(s)] 
s+A-AR[0*"(s)] 1-B*(s) ` 
(3.3.64) 


(3.3.63) 
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E(W)= E{ Wr) + E(W,) 
= ojE(B,) + Е[М(В,)1Е(Ө)} + E(U,) — E(B.) 


_ too) ат т? т 
23(1 — р) 2 r 


(3.3.65) 


83.4 具有 反馈 的 M/AG7A1 系统 


在 M/G/ 系统 中 , 设 每 个 舌 客 每 次 被 服务 完 后 以 概率 1 一 a 
立刻 排 到 队 尾 等 待 下 一 次 服务 ,而 以 概率 Q (0< 01) v ЭЁ Ж 
统 , 永 不 再 来 , 设 & 为 一 个 顾客 的 总 的 服务 次 数 . 易 见 ,&€ 服从 参数 
为 a 的 几何 分 布 , 即 &E~Geola), 从 而 每 个 显 客 的 总 的 服务 时 间 为 


£ 
>B. TES У, 


£ 
V= > B,, (3.4.1) 


其 中 B,,B; ,Ba3,… 相 互 独立 同 分 布 , 且 均 于 B 同 分 布 ,为 使 系统 
的 平稳 分 布 存 在 ,本 节 总 假设 


pAXE(V)= 和 <1. (3.4.2) 
ан 


3.4.1 内 长 的 分 布 


设 Q, 为 第 nn 个 顾客 服务 完 离开 系统 时 系统 中 的 顾客 数 
(B K), L, 为 第 个 顾客 被 服务 完 时 (不 一 定 离开 系统 } 系 统 中 的 
顾客 数 { 队 长 ), A, 1 为 第 n +1 个 顾客 的 总 服务 时 间 中 到 达 的 顾 
客 数 .由 于 服务 时 间 B, B2, Ba,… 相 互 独立 同 分 布 , 所 以 各 个 顾 
客 的 总 服务 时 间 也 相互 独立 分 布 , 且 均 与 V 园 分 布 , 又 因 每 连续 
服务 上 次 就 有 一 个 顾客 离开 , 故 
Q, = Q, e (Q,) +A, Qi e (Q,)+ N(V). 
(3.4.3) 
XH VALST» 
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aB* (s) 
1-(1-a)B* (s) 
(3.4.4) 


у" (5) = Ele) = Е(е 8) = 


A, +, B) PGF 为 


Е( ^9) = Elz] = [ЕТ Тару < ғ 


= [eGP V < sl = Уа = е) 
авта А) 
71- (1-a}B*(à- àz} 
Ж Q, , BJ РСЕ 为 
Q, (z) = E(Z.a)E[#z8,-s 4] 


(3.4.5) 


= Ez) {PIQ, = 0} + L ep1Q, = В 


= E(zZ*-)1P IQ, = 0} + FQ, (2) - 1Р1, = 011. 
ig Q(z)= limQ,(z),P|Q =0i = limP1Q,=0]|,*$ поо 
aB (А — Ах) 


_ = _ 1. 1 
a ра 0а - 1) +005). 
解 出 Q(z) 得 

-po-o atL-zB "(А А) —_ 
ӘС) РІӘ 01р) ]В" A A) (3.4.6) 
令 *=1 得 
Р\0=0}=1-2-=1-. (3.4.7) 
从 而 得 
_ _а(1—р)(1—к)В*(А—4я) 
Q(z)= Fra]B" a) 2 (34.8) 
由 此 得 


sey 2pU -op)+AppE(BD) А 
E(Q)AQ'(1) = 220 otas Э, = L< (3.4.9) 
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因为 
е 第 n BERSERI. O | IO) 
”Qu。+L, 第 个 顾客 服务 完 反 馈 ， 
所 以 
Е(&!в)= aE(z9Q,) + (1 — e)E[ z°%,t1] 
= [a + (1 — a)z]E(z°2,). 
记 L(z)= ШаЕ(е +), 令 по ,得 
р z)|“ + ajz 
OET E CE E 
(3.4.11) 
H А 
Е(1)= Ба Е(1,)=1-а+ЕСФ). (3.4.12) 


3.4.2 H 


设 6 为 具有 反馈 的 MA/GA1 RABE. H TEHERAN 
序 无 关 , 所 以 “ 先 来 先 有 最 务 " 有 时 可 视 为 “ 先 来 后 服务 ”. 当 一 个 顾客 
GA A) 到 达 时 ,如 果 系 统 中 没有 顾客 ,服务 台 将 立刻 对 顾客 A 
进行 服务 ,从 而 忙 期 开始 , 当 A 被 服务 完 时 ,如 果 不 反馈 , 服 务 人 台 
接着 就 为 服务 A 期 间 到 达 的 第 一 个 顾客 服务 (如 果 有 顾客 到 达 的 
话 ); 如 果 А 被 服务 完 时 反馈 ,服务 台 接 着 仍 为 A 服务 ,一 直到 A 
被 服务 完 离开 系统 ,服务 台 才 为 服务 A 期 间 到 达 的 第 一 个 顾客 服 
务 , 如 此 等 等 ,于 是 得 | 
0= V+ 0, + 0, + + му), (3.4.13) 
其 中 0,,0,,0,-- WETS 8 同 分 布 .由 (3.3.4) 式 得 
0" (5)А Е(е7%) = Е{е 7+9} 


РА М) 
= |, е-#Е[е7*%%]}АР{У < г} (3.4.14) 


= | «т gply <: 
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V*[s+ àA – АВ“ (5)] (3.4.15) 
aB*[s+ À — А" (s)] 


тргов l; a w 34.16) 
因为 
Е(У)= Е( У) B)=E(OF(B)= 2, (3.4.17) 
2 — 
p(V)=ECG(OD(B)+D(D[F(B)P = + 
(3.4.18) 
再 由 (3.4.15) 式 得 
Е(ду)у=——, (3.4.19) 
CR À 
анана? +1- а) +А 
D(0) бап САЎ . (3.4.20) 
因 ra= PiQ=01,40=4; 则 由 (3.4.7) 与 (3.4.19), 有 
ijl 
Е(д)= (4 1). (3.4.21) 


即 (2.3.11) 式 对 于 M/G 71 系统 与 具有 反馈 的 MAG 1 系统 也 都 
成 立 . 
设 M 为 在 一 个 忙 期 9 内 (服务 完 ) 离 开 系 统 的 顾客 数 , 则 类 似 
于 (3.4.13) 式 ,有 
M=1+ Mit Mit + Муу)» (3.4.22) 
其 中 M.M, M3… 相 互 独 立 均 与 M 同 分 布 ,于 是 M 的 PGF 为 


М(х) = Е(2М) = zÆE[ t Mtt Mun ] 
= zV* [à — AM(z)] (3.4.23) 
zaB ` [А — AM( z) ] 


= т a Be AM 3424) 
由 {3.4.22) 得 
= p+ (ано? tl-a) СА 
ЕСМ) = т2-,0(М)= ПЕРУ: ‚= <1. 


3.4.3 逗留 时 间 的 分 布 


现 讨论 具有 反馈 概率 (1 - a) 的 M /M /1 系统 逗留 时 间 的 分 
布 . 设 B 一 T(1,y),T; 为 一 个 顾客 的 第 # 次 扣留 时 间 ,i ~=1,2,3， 
… 易 见 , TT ,了 2,T3,… 相 互 独立 同 分 布 . 设 了 为 一 个 顾客 的 总 的 
逗留 时 间 ,由 于 一 个 顾客 需 服务 E KAAFEN, BA 


r= ÐT (3.4.26) 


由 于 在 Ti 中 到 达 系 统 的 顾客 数 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 为 
N(T,), 另 一 部 分 为 反馈 的 顾客 数 .又 因 在 Т, 中 每 经 过 时 间 B 就 
有 一 个 顾客 被 服务 完 , 该 顾客 以 概率 (1 а) НЕА ВЗР Е 
一 次 服务 ,所 以 在 忙 期 期 间 , 在 [0,z] 中 服务 完 的 顾客 数 了 (zt 是 
参数 为 的 泊 松 过 程 , 记 

_ [1, 在 间隔 [0,z 1 中 服务 完 的 第 i 个 顾客 反馈 ， 
+ lo, 和 否则， {3.4.27) 
i=1,2,3…,Xo=0, 记 


Y(z) 


Н(ғ) = > X;, z220. (3.4.28) 


Ж) ЕП Н(:), :之 0 是 参数 为 (1 a)y ЇН ЖУ Е.Ф 
I(:)= N(t)+ H(t),tZ°0. 

Wir) RO ASR Atl- au 的 泊 松 过 程 .从 而 在 T, 内 

到 达 系 统 的 顾客 数 为 ZX Т,), ХІТ) = L ,Pr 1 


L(z)= Elz] = | gUet91ap1 T, <il 
= [есиө-өлїа-©едр{т, < z} 
0 
= ТРА + p- ap) — z)1. 


Ф(А+и-ан)(1-)=5,Й «= ETEA H (3.4.11) 
18 
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т = r [Ea] 108) 


а(1- р)5(8 — s + as)B* às 
(Вз + as)B' (2 |- AB-s) 


но (в 


Ви + Às 
= s АМЕ сен as) (3.4.29) 
其 中 
В=А + р - аш. (3.4.30) . 


由 (3.4.26) 得 T W LST 


TD 
1-01- Т (5) 2А – ом) + Вар+( ла + ш)” 


(3.4.31) 
Е(Т)= E(E)E(TI) = о) = ECL) 
‚ 2001 ~ ар) + АнрЕ(В?) 
+ EQ) = (1 20) + а ( B°) 
Ен — а + ap — а) + A EGD 
2а8(1 一 р) 
_1-а+ар . 

— е. (3.4.32) 


当 а= 1 时 , 即 顾客 不 反馈 时 ,得 E(T)= +O = 之 此 
与 {2.1.44) 式 相同 . 


83.5 优先 非 抢占 的 M /G 7⁄1 系统 


前 面 讨论 的 都 是 不 分 优先 服务 等 级 的 排队 系统 . 现 讨论 在 实 
际 当中 经 常 磁 到 的 有 优先 服务 权 的 排队 系统 . 
设 M/G/1 系统 有 不 同 优先 服务 权 的 п 类 顾客 到 达 , 第 i 类 
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ВАВА [N,(:), 2201 是 参数 为 %, 的 泊 松 过 程 .服务 时 间 
X В,.Е(В) = 2,0(8) = 02,6: 类 顾客 的 优先 权 高 于 第 ;+ 1 
类 顾客 ,i =1,2,…n -1, 第 n 类 顾客 的 优先 权 最 低 .同类 顾客 仍 
依 FCFS 规则 进行 服务 .有 优先 权 的 排队 系统 一 般 分 为 两 种 :一 种 
叫 非 抢占 系统 . 另 一 种 叫 抢占 系统 . 当 优先 级 高 的 顾客 到 达 系 统 
后 ,如 果 不 中 断 正在 服务 的 优先 级 低 的 顾客 的 服务 ,而 等 到 他 服务 
完 离开 后 才 使 用 服务 台 ,这 就 叫 非 抢 占 , 当 优先 级 高 的 顾客 到 达 系 
统 后 ,如 果 抢 占 正在 接受 服务 的 优先 级 低 的 顾客 的 服务 全 ,这 就 叫 
做 抢占 .本 节 讨论 非 抢占 мисл 系统 . 设 诸 到 达 过 程 相互 独立 ， 
所 有 服务 时 间 相互 独立 ,同类 顾客 的 服务 时 间 具 有 相同 的 分 布 . 
记 

A= Dane = 2.0 = Уе, (3.5.1) 
并 记 W, 为 第 i ШЕБИН ТА], J, 为 第 i 类 顾客 到 达 间 隔 时 
Е, с, 为 新 顾客 到 达 时 第 ; 类 顾客 的 排队 长 ,i 二 1,2,…n. 当 系统 
处 于 平稳 后 (p<1) ,一 个 第 1 类 顾客 的 等 竺 时 间 由 两 部 分 组 成 . 
一 部 分 为 系统 的 剩余 服务 时 间 多。, 当 他 到 达 时 如 果 系 统 中 有 顾 
客 , 则 Wu>0, 否 则 W. =0, 3 — 一 部 分 为 他 到 达 时 系统 中 所 有 第 1 


类 顾客 的 服务 时 间 之 和 , 即 >: Bu 其 中 了 3 为 第 一 类 第 7 个 顾客 


的 服务 时 间 , Ву, В, Bia” .相互 独立 均 与 B. |Р 同 分 布 . 设 Th 为 第 ; 
类 顾客 的 剩余 服务 上 时间 ,由 (1.6.30) 式 得 


E(B}) _ E (Bi) ) 
2E(B) 2 


因为 任 一 时 刻 到 达 的 硕 客 局 于 第 ; 类 顾客 的 概率 为 
РАЈ, «забу а сооло Л = 3, (3.5.2) 
即 服 务 台 为 第 i 类 顾客 服务 的 概率 为 
P|B= В} =, (3.5.3) 


Ein) = Е(В,,) = i=1,2," mn. 
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其 中 B 为 系统 的 服务 时 间 ,所 以 服务 台 被 占 的 概率 为 


AE(B) = aĎ E(B | B = B;)P{B = Bi 


(3.5.6) 


(3.5.7) 


(3.5.8) 


= a DE(B)PIB = Ві = ЭЭ 2. “=p 
# 
1 n 
E(B)= Z = у ду 
E(B?)= Ď)E(B? | B = B)PIB = Bi 
= S E(B?)PIB = B;! 
= > +t) 
从 而 
. 2 
E(W.)= pE(Wo | 台 被 占 ) = p ER 
= 5+8) 
E(B? н 
-È (в! - ово. 
因为 
= Wy + > В\;, 
所 以 由 利 特 尔 公式 得 
EC(W)= E(Wo) + E(z1,)E(B1) = E(Wo) + 2-E(z1s) 
ЕСУ 
= E(W,) + prE(W1) = O w, 


对 第 二 类 顾客 而 言 ,有 


{3.5.9) 
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N,( Wç) 


W,= Wo + Ув, + Ув, + У 0, (3.5.10) 
其 中 


We = W, + У\в, + SiB. (3.5.11) 
Wo 为 第 二 类 一 个 顾客 到 达 时 系统 的 剩余 服务 时 间 ， Ув, 为 系 


统 中 第 二 类 顾客 的 工作 重 . sB, 类 似 ,811,612;913,… 相互 独 


立 均 与 0, 7. 0; 为 到 达 是 1 Ni (т), 之 0| 服务 时 间 是 Bi 的 
М/С /\ 系统 的 忙 期 Вр 


N (Wa) 
W, = Wo + > bij- (3.5.12) 
因为 
ЕС) = E(W,)+ po.E(WI)+ o; E( W.) 
Su + paE(W,), (3.5.13) 
мү) 
1' G E w 
E( > 0 ) = A E(Wa)E(0.) = aE) 
piE (We) _ p1 P102E( W,) 
Ip C Goa O a 
(3.5.14) 
所 以 
_ ЕСЖ) БЕС) 
ЕС) о 2 1— РА > 
Вр 
_ 1 
ЕС) түт рр) 0): (3.5.15) 
依 此 类 推 得 
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с ЕСИ) = E(W4)/(1 — Уа - Ула), j= 12, .n. (3.5.16) 
从 而 由 利 特 尔 公式 得 


Elzu) = АЕО) = NE (WO) 


3-1 j , } 
(1 Е эга 一 >e) 


(3.5.17) 


Е(ТӘ=Е(У) +2, 
у )J=1,2,- n, (3.5.18) 


Е(х,) = А,Е(УЎ/,) + ру, 
其 中 T; ЭВ) ЖЕ Bi RE, z, 为 第 j 类 顾客 的 队长， 
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第 四 章 ”具有 假 时 间 的 М/СЛ 系统 


先 介绍 以 后 要 用 到 的 几 个 术语 . 称 服 务 员 不 工作 或 空闲 的 一 
段 时 间 为 假期 . 称 服 务 员 连续 工作 的 一 段 时 间 为 工作 期 .假期 与 工 
作 期 是 交替 出 现 的 ,在 任 一 时 刻 服 务 员 必 处 于 二 者 之 一 .一 个 假期 
可 以 包含 若干 个 假 时 间 , 就 像 一 个 工作 期 包 会 若干 个 服务 时 间 一 
样 .一 般 地 ,一 个 假期 中 的 假 时 间 的 长 不 一 定 是 独立 的 或 同 分 布 
的 ,一 个 假期 可 以 在 系统 不 空 时 开始 ,但 是 当 假 期 结束 时 系统 不 能 
是 空 的 .这 是 因为 一 个 工作 期 不 能 在 没有 信 元 (顾客 ) 时 开始 .在 两 
个 连续 的 假 时 间 之 间 的 时 间 间 肪 称 为 一 个 服务 期 .在 假 时 间 结 束 
时 如 果 无 信 元 在 等 待 , 则 服务 期 的 长 为 0. 一 个 工作 期 是 这 样 的 一 
个 服务 期 ,在 这 个 服务 期 中 至 少 有 一 个 信 元 被 服务 . 称 两 个 相继 假 
财 间 结 束 点 之 间 的 时 间 间 隔 为 一 个 服务 周期 . 换 句 话说 ,一 个 服务 
周期 由 一 个 服务 期 (长 度 可 能 为 0) 和 一 个 紧 接 着 的 假 时 间 组 成 ， 
由 一 个 假期 和 一 个 紧 接 着 的 工作 期 组 成 的 时 间 间 也 称 为 一 个 假 周 
期 ,上 述 术语 及 记 法 见 图 4-1. 
用 了 表示 在 每 个 假 时 间 中 到 达 系 统 的 信 元 数 .用 а 表示 在 每 
个 假期 中 到 达 系 统 的 信 元 数 ,c 总 是 正 的 ,而 了 可 以 为 0. 了 和 zx 的 
概率 分 布 和 РСЕ 分 别 记 为 
f, a P|f= ml, m=0,1,2,.…, 
А (4.1.1) 
m A 2,27”, 
an A Pla = m}, m = 1,2,3,--, 
a (4.1.2) 
l A У 2а. 
记 工 为 一 个 服务 时 间 结 束 时 系统 中 的 信 元 数 . 
L 为 一 个 工作 期 结束 时 (= 一 个 假期 开始 时 ) 系 统 中 的 信和 元 
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Ж. 


工 “为 一 个 假期 线束 时 ( = 一 个 工作 期 开始 时 ) 么 统 中 的 信 元 


Ж. 


工 “为 一 个 服务 期 结束 时 { = 一 个 假 时 间 开 始 时 ) 系 统 中 的 信 


元 数 


图 4-1 НАМЕК 


为 了 后 面 参考 方便 ,上 述 随 机 变量 的 概率 分 布 和 其 PGF 列表 


WF: 
随机 变量 概率 母 函 教 
工 x, х(7) 
L` HA H-Z) 
1? а Q. (Z) 
L * | hb, H(2) . 
L“ 4 Q(z) 


бт. 


工 “为 一 个 假 时 间 结 束 时 (= 一 个 服务 期 开始 时 ) 系 统 中 的 信 


对 于 具有 一 般 假 时 间 的 М/С Л 系统 , 作 如 下 假设 : 

(1) 到 达 系 统 的 信 元 是 具有 固定 速率 的 泊 松 过 程 ,服务 时 间 
相互 独立 同 分 布 .这 些 服务 时 间 与 到 达 过 程 独立 ,与 以 前 假期 序列 
也 独立 ， 

(2) 到 达 系 统 的 所 有 信 元 最 后 都 要 被 服务 , 即 系统 可 有 无 限 
队长 容量 , 信 元 不 成 批 ,不 推迟 ,不 放弃 (服务 ). 

(3) 信 元 按照 次 列 服务 ,这 个 次 序 与 它们 的 服务 时 间 独 立 ， 

(4) 服务 是 非 抢占 的 , 即 一 个 信 元 一 旦 被 跟 务 就 连续 被 服务 
Zü. 

(5) 对 于 给 定 的 服务 员 开始 与 结束 假 时 间 的 规划 不 改变 泊 松 
到 达 过 程 . 


$41 穷尽 服务 系统 
411 具有 假 时 间 的 一 般 模 型 


我 们 先 介 绍 一 般 假 时 间 穷 尽 服务 , 即 仅 当 系统 中 无 信 元 时 假 
时 前 才 开始 的 服务 规则 .由 假设 ,因为 工 - =0= 上”, 所 以 L*= 
aL =f. 设 上 为 一 个 信 元 离开 系统 时 系统 中 的 信 元 数 . 现 来 求 
L 的 平稳 分 布 : [x ,k=0,1,2,…|}. 

Ë B,V 分 别 为 服务 时 间 与 假 时 间 ,B,V 的 LST 4i Er 
ERESIA B(s), V* (s), b, E(V), bP, ECV). $ L, # 
Жл 个 信 元 (顾客 ) 离 开 系 统 时 系统 中 的 信 元 数 ,A,。 为 在 第 x 个 信 
元 服务 时 间 中 到 达 系 统 的 信和 元 数 ,n=1,2,3,…. 因 为 

gat+A.+1~1,L,=0, 
а) (4.1.5) 
L, t Ansi l, La >O, 
所 以 
ba РІ, =, = j! 
Plat А, -1= |, = 0,2220, 
Аана таа 
0,3221,0%<2<3-1 
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ktl 
D) amait- mj =0 RPO, 


m=1 
= arsi-  ; 0<j -1<А, 
0,3221,0<0<3-1, 


(4.1.6) 


其 中 
am = Р\А„„ = m1 .由 平稳 方程 


m, 三 > Imba, Ë = 0,1,2, 


j=0 


和 正规 方程 ; Уа = 


6+1 
= то >) аыйк+1- m + DE (4.1.6’) 
т=1 1 


得 工 РСЕ 


中 #+1 œ #+] 


л(2) = У) лы = лу >) алаан m2 + 2,219 mas+i- Z 


+=0 k=0 m=i k=0 j= 


asagi" + S Dirar- Z: 


k= z=0 


atas 2 + Yanz Уа 2 


noA(Z) ў < 12% 1 = + A(Z) У TZ"! 
*=0 7 2 t=0 


АС), (z) + А0002) - ml. 


" 
à 
M:i 


解 之 得 
П а 2 - IJA Z 


又 因 А(7) 5 N(B) PGF, 
= рім(В)= 61 = N рім) = kldp| B<] 


(4.1.7) 


= [О арв<ар, 


所 以 
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A(Z)= Saz = | 。 “>Ч см)" 7“АР\В < {| 


= ex ‚ #°дР\В < г} ИЗ -+@-©дрв < :| 


= B "(A – Ағ). (4.1.8) 
将 (4.1.8) 代 人 (4.1.7) 得 
moll—a(Z)]B’ (àA - AZ) 


rz(Z)= = Z (4.1.9) 
由 rtl)=1, 从 而 得 
z= ETA, 其 中 o= 25. (4.1.10) 
故 
(1—o)[1-—a(Z)]B" (a — 42) 
r*(Z)= ECB" AAZ) Z] 
_ (~ p)(1- 2)В* (А - А2) 
a- (Z) В*(А-А7)-7 ， (41.11) 
其 中 
了 一 (2 _ 
а (D= Уу (4.1.12) 


为 在 一 个 假期 中 到 达 的 任 一 (标记 ) 信 元 之 前 到 达 的 信 元 数 的 
PGF. 而 (4.1.11) 中 第 二 因 式 为 无 假 时 间 的 MZGAZL 系统 一 信和 元 
离开 时 系统 中 信 元 数 的 PGF. 从 而 得 

aP (1) ‚ А?Е(В?) 


Е(1)=я(1)= EG) + йс у тё. (4.1.13) 
ллы 加 | 
ECT=E(LA = #3) a AP —+ь. (4.1.14) 


е ) (аге ) 
下 面 讨 论 等 待 时 间 W 的 分 布 . 对 于 先 来 先 服 务 规则 的 具有 
假 时 间 的 M/G/1 系统 ,由 于 
L=N(W)+N(B), (4.1.15) 
所 以 W WJ LST 为 
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Аа 0)01-а(1- )] 


М) ECOLAB G) ats] (4.1.16) 
从 而 
_ а) АБ) 
ЕСИ) =DE JT+ 2 (1р)? (4.1.17) 
E(W?)= a20) . 365) ГАБ(2) 1 aP (1) pP 


EG) 30-0) 20-0) 20 EU 
(4.1.18} 
现 考虑 工作 期 的 分 布 . 设 бу, 1, 分 别 为 上 述 系统 的 工作 期 与 
BHK, Q (s) 1} (5), Ж ЖБ Ov, Iy 的 LST. 则 服务 员 在 工 
作 的 概率 为 


Е(0;) ЛЕ(0у) +Е(1,)1= р. (4.1.19) 
因为 
By = ө, (4.1.20) 


其 中 91,0;,93,… 独 立 辣 分 布 , 均 与 无 假 时 间 的 MAG Л 系统 的 忙 
期 8 网 分 布 .从 而 有 


0v(s)=oa[0"(s)]. (4.1.21) 
故 
ECV) = E(e)E(0) = PË (22, (4.1.22) 
由 (4.1.19) 得 
E(1v)= PE (8y)= Ela) . (4.1.23) 
由 于 服务 期 S 为 S= 5) @ ,所 以 S 8 LST 35 
S*()= F[0* (5)], (4.1.24) 
H 
Е(5) = 0. (4.1.25) 
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因为 


E(S) _ 
E)E) PA’ (4.1.26) 
所 以 
Е(У)= ЁР. (4.1.27) 
由 (4.1.19) 知 | Ё@ 
z =P КЖ <Р RERE =- p. (4.1.28) 
此 示 服 务 员 在 度假 并 不 意味 着 系统 空 . 


设 A 为 两 个 连续 离开 间隔 时 间 ( 在 一 个 服务 完成 后 ). 则 A 的 
LST 为 
A'(s)= яоЕГе 5 | 系统 空 ]+ (1 一 xo)E[Le “| 系统 不 空 ] 
=m Ivy(s)B'(s)+(1-—mxə)B (5) 
= В* (5) [яо (5) +1 xo], . (4.1.29) 
E 


Е(А)= mE[ Ty + B] + (1— к0)Е(В) = mo E(Iy) + b=, 
(4.1.30) 
4.1.2 多 假 时 间 模 型 


设 每 次 假 时 间 开 始 时 系统 为 空 . 如 果 假 时 间 结 束 时 系统 不 空 ， 
服务 员 立 即 开始 服务 ,一 直到 系统 中 又 无 信 元 为 止 .如 果 假 时 间 结 
束 时 系统 仍 为 空 ,服务 员 立 即 开始 度 另 一 个 假 时 间 ,并 且 连 续 如 此 
一 直到 某 假 时 间 结 来 时 系统 至 少 有 一 个 信 元 为 止 ,这 就 是 多 假 时 
间 模 型 .并 设 每 个 假 时 间 与 到 达 过 程 独立 .用 V"(s) 表 示 假 时 间 
V 的 LST. 因 为 

Е(2) = E[ZN™]= V*(A- А2), (4.1.31) 
所 以 
fa=Pí[f=0|= V* (А). (4.1.32) 
LA 
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F(Z)=/xE(Z | f=0)+(1— f2)E(Zf| f2>0) 
= fa + (1-%)Е(7°)= fa + (1— fo)a (Z), 


所 以 
c(Z)= 工 - a 2) У О) F zA, (4.1.33) 
E(a) = ELD = ED, (4.1.34) 
а (Z) = п) = АА) (41.35) 


(4.1.35) 5(4.1.11)# 


(2) = (1-0)11- У*(А- А2)1В* (А - àZ) 
AE(V)[B* (A — AZ) - Z] 


(4.1.36) 
从 而 


sp VD) yy ‚ 
М9 Суу. АТАН Су У (9 Моло), (4.1.37) 


其 中 
V? (s) = УЗ. (4.1.38) 
А _ s(1 — р) 
Wai/enls) = ААВ"); (4.1.39) 
В. 
2 (2) 
E(W) = Е) + 元 75 (4.1.40) 
_ Ab) Гь Р ЉОЕ у?) Е( үз) 
E(W) = 31-0) t20 pF  Ж1- ЕСУ) + EUY 
(4.1.41) 
由 (4.1.21) 与 (4.1.33) 得 
8}(«)= a лур WA) (41.42) 
H 
Е(0у) = LEW —— (4.1.43) 


《1 一 oil-Y (AD] 
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一 个 服务 期 长 度 S 的 LST 为 | 
$" (5) = F[0*(s)y]= V*[A - А0" (5) )}, (4.1.44) 
H 


f 
E(S)=E( У) 0)= EEO) =P. (4.1.45) 


假期 长 度 L BJ LST 为 
Е(е'*%) = Е[Е(е | Vi, V2, Vs] 


= E| У) Е[е Vt Vt ty,) | Vi, Vz, Уз, 1] 
n=1 


-Pily = Vit Vate + V, | Vi, Va V е} 


EÍ Уез УУ) А АГИ е! _ ey] 
т=1 


У) O V (s + Л) 
= IRN (4.1.46) 


ЕС) =; Е(У) (4.1.47) 


у" (А). 
4.1.3 单 假 时 间 模 型 
现 考虑 单 假 时 间 穷 尽 服 务 M/AG /1 系统 , 它 与 上 一 小 节 的 区 
别 是 :如 果 假 时 间 结 束 时 系统 是 空 钓 ,服务 员 将 处 于 空闲 (而 不 是 
度 一 个 假 时 间 ) 一 直到 有 一 个 信 元 到 达 为 止 . 当 一 个 信 元 到 达 时 服 
务 员 将 立即 为 它 服务 ,一 直到 系统 空 才 去 度 另 一 个 假 时间, 这样 的 
模型 被 称 单 假 时 间 穷 尽 服务 MAG /71 ЖЖ. 


对 这 样 的 模型 ,在 一 个 假 时 间 中 ,如 果 没 有 信 元 到 达 , 服 务 开始 
时 系统 中 将 只 有 一 信 元 ,如 果 有 信 元 到 达 ,a 将 与 了 相等 .于 是 有 


a(Z) = E(Z°) = foE(T 1f = 0) + DEZI f = m)f, 


= foE(Z) + DEZ I f = т), = foZ + F(Z) - fo. (4.1.48) 
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将 上 式 代 入 (4.1.11) 得 一 信 元 离开 时 系统 中 信 充 数 的 PGF: 
(Z) = 12. [1 - F(2) + (1 2) 518° (А - А2) 


fa + ЕС) В"(А — AZ) - Z 
(4.1.49) 
因为 这 时 
Ela) = foEla | f = 0) + JE! f = m)f, 
= fat SDE(/ 1 f = m)f, = f + ЕС). 
(4.1.50) 
H (4.1.31) 与 {4.1.16) 得 信 元 等 待 时 间 的 LST: 
sea Де 4 一 VTS (А) 
YE sarats) "190 
В. 
AD AE( V?) 
E(W) = 5а 5) кутуу (4.1.52) 
E(W2) = э АЕСУ”) P ECW) (4.1.53) 


31р) ЗУ" (А) +АЕСУ)] 1-0 
比较 (4.1.52) 5(4.1.40) AR An Біне зз АГА 
ШЕЛ з р Зр рар 4 M [н] ЛЕ. в IE i E R у T. tE ЯЯ ВО 
LST 为 


05(s)= Ele r) = D Ele y I f = m]f, 


ЉЕ(е 7") + 2 Ele етеу, 
т=1 


I 


V* (A)8 (5) + LKO 


l! 


V*(A)0*"* (s) + F[0* (s)] — fo 
= V*(A)X0"(sy -1]+ У" [А — A0" (5)],(4.1.54) 
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bLV' (А)+АЕ(У)] 


(4.1.55) 


4.1.4 批 到 达 系 统 


设 每 次 到 达 £ 个 信和 元 . r,e, RIDHAA e 的 均值 ,方差 、 
PGF. WATZE M*/GA 系统 ,由 (3.3.,48) 与 (4.1.37) 信 
元 等 待 时 间 W 的 LST 为 


Ww*( y= 1 V (9, 5(1—р)_ 1-Е[В*{($)] 
š sE(V) s-—A+AR[B*(s)] r[1-—- B*(s)]” 


р=Ањ, (4.1.56) 


А rb E>) 
2(1- р) 2r(1-—0) 2E(V)' 
r(2 = Elgg - 1)]. (4.1.57) 
HAFAB ME/G/1 系统 ,由 (3.3.48) 与 (4.1.51) 信 元 等 待 
时 间 W 的 LST 为 


E(W)= 


l-e АТАМ" (5) + sV (A) 


М0) Уа) TaE(V) РАТ ARÍ B” (s) ] 
.1- RIB" (5)] 1 
rll- B*(s)]' (41:38) 
且 
O Arp? rb АЕ(У?) 
ЕСИ) 505) ZrO- p) TY (А) +AECV)] 
(4.1.59) 
其 中 


г®=Е[ё(#2-1)],ь® = Е(В?). 
84.2 门限 服务 系统 
这 一 节 我 们 考虑 具有 假 时 间 的 门限 服务 M/G /1 系统 .门限 


服务 是 指 : 当 假 时 间 结 束 时 服务 员 只 对 正在 等 待 的 信 元 进行 服务 ， 
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而 对 在 最 务 期 间 到 达 的 信 元 留 到 下 一 假 时 间 以 后 再 进行 服务 ,为 
了 后 面 的 需要 先 来 介绍 再 生 局 期 中 的 队长 . 


4.21 一 个 在 青 生 周期 中 的 队长 


É L 为 一 般 服 务 系统 中 一 个 信 元 离开 时 系统 中 的 信 元 数 ,二 
为 在 一 个 服务 期 中 服务 完 的 信 元 数 .从 一 个 假 时 间 结 来 (服务 期 开 
始 ) 时 起 到 下 一 个 假 时 间 结 束 (服务 期 开始 ) 时 止 这 段 时 间 称 为 一 
个 服务 周期 , 记 为 C. 如 果 在 一 个 服务 周期 开始 时 系统 是 空 的 , 则 
称 该 时 刻 为 系统 的 再 生 点 ,两 个 相继 再 生 点 之 间 的 时 间 间 隔 称 为 
一 个 再 生 周 期 .对 于 一 般 服务 系统 ,再 生 周 期 的 长 是 独立 同 分 布 
的 ,而 服务 周期 的 长 却 不 一 定 是 独立 同 分 布 的 . 
设 XX(z) 为 在 时 刻 ¿ 之 前 再 生 点 的 个 数 (z 的 原点 设 为 第 0 个 
再 生 点 ,0 不 记 和 再生 点 中 ). 设 Y, 为 第 & 个 再 生 周 期 的 “报酬 ”， 
RE Е(Ү,)= Е(Ү,). ШЭН] г 所 得 报酬 为 
Y{#)= э Ү,, (4.2.1) 
Ж Y(t),t 之 0| 为 一 个 更 新 报酬 过程 .由 更 新 报酬 过 程 理 论 , 有 如 
та; 
lim EY ЕСИ) 
== РА 


(4.2.2) 


吾 以 概率 1 有 
на +) = su, 
其 中 为 再 生 周 期 平均 长 . 
É M, 为 第 个 再 生 周 期 中 服务 周期 的 个 数 ,& = 1,2,…， 
X(t). Ф, 为 第 т, 个 服务 周期 服务 完 的 信 元 数 , ть =1,2,…M. 设 
zn 为 在 第 个 再 生 周 期 中 的 第 m, 个 服务 周期 中 第 nn TRAH 


完成 的 时 刻 .并 设 L(i) 为 时 刻 ; 系统 中 的 信 元 数 . 则 工 的 РСЕ 为 


(4.2.3) 
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(4.2.4) 


由 于 再 生 周 期 长 i.i.d， TES h ‚НГ EB BJ yE И 
E(D) A lim У) SSe Elen] 1 (4.2.5) 


° ны 


再 由 (4.2.2) 得 


Е(Ф) = 一 一， (4.2.6) 
类 似 地 


Ф м Dm 


ЕСУ ZL) = Е| У) >) АМ? ]/Е(М). (4.2.7) 


从 而 得 ` 
r(Z) = Е[ 12 ]/Е(Ф). (4.2.8) 


对 于 泊 松 到 达 过 程 ,(4.2.8) 也 是 任 一 一 时 刻 系统 中 信 元 数 的 PGF， 
且 (4.2.8) 不 仅 对 门限 服务 系统 成 立 , 而 且 对 穷尽 服务 系统 非 穷 
尽 服务 系统 也 成 立 . 
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4.2.2 SAHIH 


设 各 假 时 间 长 仍 为 独立 同 分 布 随 机 变量 .L” 为 每 个 假 时 间 
结束 时 系统 中 的 信 元 数 . QZ) 为 L” 的 PGF. 因 为 
L*=L*+ f, (4.2.9) 
É L” УРА, НО) ЖІ? РСЕ. Д] 
Q(Z) = H(Z)F(Z). 
对 于 门限 服务 ,因为 在 一 个 服务 期 中 一 个 服务 期 中 服务 的 顾客 数 
$ 等 于 假 时间 结 束 时 系统 中 的 顾客 数 L”, 凤 
$=L", (4.2.10) 
故 
Е(Ф) = E(L*)+ Q (1). (4.2.11) 
É L, 为 在 一 个 服务 期 中 第 x 个 信 元 离开 时 系统 中 的 信 元 数 . 
A, 为 第 n 个 服务 时 间 中 到 达 的 信 元 数 . 则 
工 = L* +A, +A,+ e +A, n,n = 1,2- L", 
(4.2.12) 
其 中 各 个 A, 是 独立 同 分 布 的 , 且 
E(Z^) = Е[7““55]= В*(А – А). (4.2.13) 
从 而 得 


Е[$17%]= вів lz ‚АУА ТТА, | |. * | 
п=1 n=1 
= E| Ула -rg [garata] 
п=1 


= E|222t "IB" (a - 22)]"| 
. _B* (à - 22) 
B" (à — А) - Z 


_ IQ[B'(a – 42)1- О(7)}В* (4—7) 
B'*(A — А2) — Z 


El[B*(2 -azZ)] — Zt | 


. (4.2.14) 
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将 (4.2.11) 与 (4.2.14) 代 人 (4.2.8) 得 
ЕВ“ (QA —4Z2)] - Q(Z)I B" 一) 


т(7)= Q'(D[B (2 - 4Z)—- Z] (4.2.15) 
R 
у togi) 
Е(1)= т (0 =о+ А | (4.2.16) 
对 于 上 先 来 先 服务 规则 , 信 元 等 待 时 间 W 的 LST 为 
_AIQIB (s) Ө(1-5/А)} 
(s= Os ААВ CO] 7 (4217) 
且 
1+ 0)9"(1) 
E(W)= к ， (4.2.18) 


Е Q (1) 2Q'( 


现 来 确定 Q(2Z). 由 于 服务 是 门限 的 ,所 以 S= 2 B, , 故 


5*(5)= ОГВ" (5)]. (4.2.20) 
叉 因 L x #9 РСЕ 为 

Н(2) = 8" (А- Ағ), (4.2.21) 
以 及 | 

F(Z)=V (4- Az), (4.2.22) 


又 上 ”与 ff 独立 ,所 以 
Q(Z)=H(Z)F(Z)=Q[B"(A-—4Z)]V*(A – Az). (4.2.23) 
J. fü 


EIL) = Q'G) = E, (4.2.24) 
E(S) = bE(L*) = Et, (4.2.25) 


(4.2.24) A(4.2.15)55(4.2.17)48 


(1-p)IQ[B* (л —-4Z)] -Q(Z)! B" (à — А2) 
AE(V)[B*(A -2Z)- Z] 


х(2)= 


- 160 :+ 


_  1- У, (a 22) 
=лм,вл\2) AE(V)(1- Z) 
Wicrs( S) = Whon(S)- ar Q[B (S)] ， (4.2.27) 


其 中 


-Q[B* (A -4Z)], (4.2.26) 


Q- 0)(1- 2)B` (А - А2) 
В*(А - XZ) - Z 


TM/G/A (Z) = 


А _ St1-p) 
WaveatS) = SC + B (S) 
由 (4.2.23) 与 (4.2.16) 可 得 


ab | АЕСУ?) | ApECV) 
Е(1) =р+5(1 о) +2Е(у) + i-p ` (4.2.28) 


由 (4.2.18),(4.2.19) 与 {4.2.23) 可 得 


м! Е(У?) EOV) 
E(W)= роу + IE(V) + 1-2 (4.2.29) 
(3) (2) 72 (2) 3 
E(W?) = -好 „ [a] ab P ECV?) _ E(V 2) 


з(1 0) 201 p} 201 ElV) ' 3E(V) 
Utet + PEV)? ， ра + 20)Е(У?) 


(1 — р)(1 – 02) 1 — р? 
(4.2.30) 
注意 ;有 如 下 关系 式 
| E(W)gwa = ЕСИ) ване + E (S). (4.2.31) 
设 C* (5S) 为 服务 周期 长 C 的 LST. 因 为 L* = N(C) ,所 以 
Q(Z)= C* (A — А7). (4.2.32) 
由 {4.2.23) 得 
C*(s)= Q(1- sÀ) = QQLB (s)])V (s) 
= C*[A —AB*(s)]V (s), (4.2.33) 
H 
к(с)= ЁО) - КСЭ = EG + Е(У). (4.2.34) 


从 而 (4.2.27) 变 为 
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С*(А—АВ*(5)]-С*{(;) 


Wkees( S) = ElOls-a taB G] 7 (4.2.35) 
E 
(1 + р)Е(С?) 
E(W)= 2E(C) 
_ (О +е+ р2)Е(С) АЬ?Е(С?У 
E(W°)= 3E(C) ЕСС) (2.36) 


其 中 ЕСС) = 19501) (4.2.32). 


4.2.3 ” 单 假 时 间 模 型 


在 这 个 模型 中 服务 员 在 每 个 工作 期 后 只 体 一 个 假 时 间 ,在 这 个 假 
时 间 结 束 时 ,如 果 系 统 不 空 他 将 立即 开始 服务 ,如 果 系 统 空 ,他 将 处 于 
空闲 期 ,一 直到 有 信 元 到 达 为 止 . 设 ,L- , Lt 分 别 为 前 一 个 工作 期 结束 
时 和 前 一 个 假期 结束 时 系统 中 的 信和 元 数 , 因为 起 = L +a = 


N(2;B,)+ a HL божу, О, (2) X L* 的 PGF, 所 以 
Q. (Z) = ELZ +") = ELZ Ja(Z) = E[ZN(S]a (Z) 


= Е}У“( В.) la (Z) 


= Q. [B* (à ~ AZ)]a (Z) 由 (4.1.48) 
= Q. В" (А - А) У (А — Z) — У" (à) 
+ ZV * (А) ]. (4.2.37) 


EUSE 9,0) = УА АЕО, 
(4.2.38) 
ЬУ" (А) +АЕСУ)Т 


E(S)=bE(L*)=bE(L*)= 1-р 


(4.2.39) 
4.2.4 伯 努 利 门限 服务 多 假 时 间 模 型 


现在 我 们 考虑 多 假 时 间 怕 努 利 门限 服务 M/G/1 系统 . 伯 努 
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利 门 限 服务 是 指 :每 次 假 时 间 结 束 时 服务 员 服 务 的 信 元 数 D~ 
B(L*,p) oh 0< 3 委 1, 工 ”为 该 假 时 间 结 束 时 系统 中 的 信 元 
ж. Вр 
РіФ= 1171-0. JEA, k=0,1,2,--- L 
(4.2.40) 
É L* 为 第 n 个 假 时 间 结 束 时 (第 nx + 1 个 服务 期 开始 时 ) 系 
统 中 的 信和 元 数 .于 是 有 
к= + Аү+ А; + ЖА B+N(V,+). (4.2.41) 
所 以 
ELZL? p) = У" (A -AZ)E[E[Z t At AT ILT], 
(4.2.42) 
而 


кө tA tA - Ф| * ]= zt: Э ELZ t А, ®|ү,* ， 

B=hp {B=kIL:|= 2 У) 27618“ (А AZ Op р), "t 
А L. А 

= 2. әв" Q А2) +1- p] "=[pB’ (А-А) +01 p)Z]™=. 


将 上 式 代 人 (4.2.42), 令 no, 记 Q(Z)= limE(Z':). 48 
Q(Z)=Q[pB'(A-2Z)+(1-p)Z]V" (a — XZ) (4.2.43) 


E 
ss aa АЕСУ) 
E(L*)= Ө(1) = Бї py (4.2.44) 
E(@) = E|E(@ 1 L*)l = E|pL*] = 00) (4.2.45) 
因为 
L =L’ +A ЖА, +: ФА, n,n=1,2,-- $ 
所 以 
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ELJ, Zr | 6]= SIE[ZU | 6]Z-"[B*(A - 1Z)]" 


= EIX ZIB" (A - А7)1"7” | @| 


B* (à — АЯ) 
С В'(А-А47)-7 


. EI[B:* (A — 2Z)/zZ]°Z - Z. | @1. 


Ж 
ELDZ] = р ва = E{[B* (à —А7)/7]%7® - 7° | 
_ _ B° Q 22) 28° а), абд 
BG- zElÍ р] Z. — Zh | 
= y aA 1Q[pB* (а – X2) + (t = p)Z) - 902). 


(4.2.46) 
将 (4.2.45) 与 (4.2.46) 代 人 (4.2.8) 得 一 信 元 离开 系统 时 系统 中 
信和 元 数 L 的 РСЕ: 
B" (À — XZ) 


(= тува) Z] 
"1Q[LpB (A - А2) +(1-р)2]- Q(Z)i 
_Q[pB*(A—2Z)+ (1—p)Z] — Q(2Z). 
PQ IT oI- 2) “rm/en(2). 
(4.2.47) 
由 此 得 
EUL) = + -Sa (4.2.48) 


且 ( 先 来 先 服务 ) 等 待 时 间 W 的 LST 为 
АОВ" (5) + (1-р) 5/А)1- QA 
рО (1)15-А+АВ" (5)] 


М“ (5) = 
(4.2.49) 


从 而 
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_(2- p+ pp) Q(1) 
E( W) ЭТИ, . (4.2.50) 
由 (4.2.43) 得 
аа) = EVP +2 [EV Pe, 2(1— pA LEV) F 
p(l- 0) [2- p+ po] р°(А—ро)'[2-— p+ рр] 
А?ЕС(У?) 
+30- l2- pF pol (4.2.51) 
H (4.2.50), (4.2.51) 5(4.2.44)18 
_ 60 EV) (1- р)Е(У), E(V2) 
EW) =z- O-o) pU- p) 20У): 
(4.2.52) 


4 p=1 В, ERREA (4.2.29). 
4.2.5 具有 伯 努 利 反 馈 的 多 假 时 间 模 型 


在 多 假 时 间 门 限 服务 M/G/1 系统 中 , 设 每 信 元 被 服务 完 后 以 
概率 1 as(0< c 委 1 立即 排列 队 尾 (在 下 个 假 时 间 后 它 将 被 服务 )， 
而 以 概率 o 离开 系统 .对 于 这 样 的 系统 , 记 工 "的 PGF 为 QZ), L; 
为 第 n 个 假 时 间 结 束 时 系统 中 的 信 元 数 . 易 见 


Q(Z)= lim E(Zt: )= lim Е(2Ё). 


设 
[LB k TANEH, уар 
E 【09, 第 个 信 元 不 反馈 ， ” 
则 有 
Li za 
Lia = N(2>)B,)+ Ў +N(V), (4.2.53) 
H 


L°. L’ 
Е(7 у= у^ (a - 2Z)E[ZN(250t22 Y, | 
— у" (À _ А7)Е\Е[7“В* В; +В, Yt YL. | L} ] | 


У" (А — AZ)E|[B* (А — А) о) + о] | 
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=Е{[В*(А—А7)(7 — о7+а)] + |V* (А-А) (4.2.54) 
令 n= 
Q(Z)=Q[B*(A-AZ)[(1-o)Z+o]l V (A AZ), (4.2.55) 
R. 
AEV) 
g — Àb ° 
АЕ(У)ГА26) + 2А6(1- о) | +2А2[Е(У)12(1-о+А) 
(о —Ab)2(2— s + Àb) 
А?Е( V?) 
la- 21b)(2- s +Ab) 
因为 在 第 n 个 信 元 服务 完成 后 系统 中 的 信 元 数 工 , 为 


E(@)=E(L*)=Q'(1)= (4.2.56) 


Q”(1)= 


(4.2.57) 


І, = ЖА tA t. +A, п + 5) Ү,. (4.2.58) 
因此 
E(ZE.|L*)=ZL -"[B'(A-2Z))*[G —a)Z+ ol". 
所 以 


Е[ 2% ]= [5z] 


= к| уж ТО + z - 22) | | 
_ _ [e + (1 6)Z]B* Q - 22) 
В" (А — AZ)[ a + (1 — a)Z] — Z 
. IQ[( a + Z- eZ)B* (à — А2) — 9(2)1. 
(4.2.59) 


将 (4.2.59) 与 (4.2.56) 代 入 (4.2.8) 得 
[a+ Z —aZ]B * (a — AZ) 
(0+2 - о2)В° (a -—2Z)—- Z]Q'(1) 
-Qla +Z —sZ)B* (a —AZ)] - Q(Z)J. (4.2.60) 
设 x, (Z)28— Алаа A N Ж#Н ЖЧ [Ë ЛК РСЕ. 类似 
于 (3.5.13) 式 得 
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zrz(Z)= 


z(Z)=[a + (1-— o)Z]x, (Z). (4.2.61) 
‚ 所 以 

B* {à - А2) 
E(L`)[(a + Z — oZ)B (À — А2) — Z] 
10100 + Z - 2Z)B" (à — 2Z)] – О(7)| 
= mg GA lZ) “х(27), (4.2.62) 


4Ь)(1-7)В*(А—А7) 
其 中 помол) TE ТУҢ САЛУУ ЎВА) Z’ (4.2.63) 


相应 于 无 假 时 间 具 有 伯 努 利 反 馈 的 MAG /1 系统 信 元 服务 完 离 开 
系统 时 ( 既 任 意 时 刻 ) 系 统 中 信 元 数 的 PGF .而 


ӨЦо+(1-0)2)В* (4 -22)) -— Q(2Z) 
AE(E)(1- Z) 


m (Z) = 


х(2) = 


(4.2.64) 
为 在 假 时 间 中 任 一 时 刻 系 统 中 信 元 数 的 PGF. 由 (4.2.63) 与 利 特 
尔 公 式 得 信 元 平均 召 留 时 间 : 
Е(Т,)= к„(1)/А 
_2(1—АЬ)&+ ЖЬ) (1-c+25)E(V) ‚ ЕСУ?) 
2(6 – АБ) ст АБ +2Е(У)` 
(4.2.65) 
上 式 右边 第 一 项 为 无 假 时 间 M/G/1 系统 的 信 元 平均 逗留 时 间 . 
BMR 4 等 于 (1L- e+ 妇 ) 瑟 (G6) 为 假期 结束 时 系统 中 的 平均 信 
元 数 .第 三 项 是 平均 剩余 假 时 间 . 


4.2.6 LCFS 多 假 时 间 模 型 


(1) 穷尽 服务 . 设 W 为 一 个 信和 元 的 等 竺 时间. 因为 对 于 穷尽 
服务 有 


мв) 
+> 9;， 当 该 信 元 在 假 时 间 到 达 ,- 


W = (4.2.66) 
мр) 


+ >; 0, , 当 该 信 元 在 服务 期 到 达 ， 
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其 中 By ,Bs 分别 为 了 ,好 的 剩余 时 间 . 故 由 (4.2.28) 式 W 的 LST 
为 

W*(s)=(1-—e)E(e 芝 | 假 时 到 达 )+ pEle 元 | 服务 时 到 达 ) 
1-V*[s+A-A0"( )] , 1—B'[s +à —20" (s)] 


а-у СҮЛ д" GEV) ` P [s + X — 365 (s)1E(B) 
_0-о)1- У" 5+А-8* (5), A[1— 0" (5)] 
ТАВ ОЛЕ УУ a ey LED 
从 而 
_ АБО Е(У?) 
E(W) = HI 25) + 2Е(7)' (4.2.68) 
Elwy = — A [BED _АЫРЕ(У?) 


Зр)? 201 р) 201 ~ р)2Е(У) 
ECV?) 


+ 30- O ETV) (4.2.69) 
(2) 门限 服务 .因为 对 于 门限 服务 ,有 
М) 
W = Bc + > B,， (4.2.70) 
其 中 应 为 服务 周期 C 的 剩余 时 间 ,所 以 W 的 LST 为 
ñ 1-C*[s+ À — АВ“ (5)] 
W'() = Es FATaB"G)T “aT 
其 中 C(s) (4.2.33), АТ 
_ (1+ р) Е(С?) 
E(W) = ` ECO ; (4.2.72) 
_ (1+ o2E(C3) ` ab 2) g(C2) 
ЕСИ?) = ЕСС) + 2E(C) ' 


其 中 ECC) = Q1), i =1,2,3, , (4.2.32) H. 
$4.3 有 限 服 务 系统 
在 有 限 跟 务 系统 中 ,在 一 个 服务 期 中 服务 的 信 元 数 是 有 限 的 . 


有 时 候 服 务 期 的 长 度 是 有 限 的 .有 限 服务 可 以 分 成 很 多 种 类 .我 们 
` 168 > 


这 里 仅 介 绍 其 中 常见 的 比较 简单 的 几 种 . 
4.3.1 多 假 时 间 纯 有 限 服 务 系统 


(1) 在 多 假 时 间 纯 有 限 服 务 系统 中 ,服务 员 每 服务 一 个 信 元 
就 度 一 个 假 时 间 . 当 假 时 间 结 束 时 ,如 果 系 统 中 没有 信 元 服务 员 将 
度 另 一 个 假 时 间 . 就 这 样 一 直到 某 个 假 时 间 结 束 时 系统 中 有 信 元 
他 才 又 开始 工作 . 设 V*(s) 为 假 时 间 长 度 V 的 LST, 各 假 时 间 独 
立 同 分 布 . W AARSE. W's) W 的 LST, 则 对 于 多 
假 时 间 纯 有 限 服务 的 FCFS( 先 来 先 服务 )}M/LG71 系统 ,可 以 视 为 
具有 服务 时 间 B+ V 的 多 假 时 间 穷 尽 服 务 的 FCFS M/G/1 Á 
统 , 由 (4.1.37) 得 
1- V°(s), 5[1-—е-АЕ(У)] 
sE(V) 5-А+АВ" (5) У" (5) 


У * (5) = (4.3.1) 


A 
E( V2) ‚ А[&®?+2ЬЕ(У)+Е(У?)] 
E(W)= В+ 11-0-АЕСУ)Г ~ 
(4.3.2) 
从 而 信 元 的 平均 逗留 时 间 为 
1-р ECV) А 
E(T)=E(W)+b= 5 ЗЕСУЗ[2ЕГУ) t a о)‘ +]. (4.3.3) 


LEMEZ Рутон снна 

(2) 现在 介绍 伯 努 利 计划 (Bernoulli scheduling) Ж 6, # X 4" 
系统 中 , ЧИ АЕ ЧАЛ 1— р 体 一 个 假 时 间 ,而 
以 概率 如 连续 服务 下 一 个 信 元 (如 果 有 信 元 )0 委 训 委 1. 易 见 , 当 户 
=0 时 该 系统 即 为 (多 假 时 间 ) 纯 有 限 服 务 系统 . 当 p= 1 时 该 系统 
即 为 (多 假 时 间 ) 穷 尽 服务 系统 ， 


5 


v, 休假 ， 
0, FAR. 
R РІЙ =1- р,РЕЖИВІ = р. 
上 述 的 伯 努 利 计 划 系 统 可 以 视 为 服务 时 间 为 B+ & 的 多 假 时 
， 169 : 


£= (4.3.4) 


间 穷 尽 服 务 系统 , 易 见 B 与 & 独立 , 且 

E(B+ë)=b+(1-p)E(V), (4.3.5) 
E(B+£)2= Ь2) +2b(1-—p)E(V)+(1-—p)E(V2), (4.3.6) 
E[e 8+9 J=B*(s)E(e %) 


=pB*"(s)+(1-—p)B (5) У (s). (4.3.7) 
нэн жин» яи DATEN W 的 LST: 
1- V (s) 
5[1-р-А(1- р)Е(У)] (4.3.8) 
у-А+А[ РВ“ (TPB (s)V*(s)]" 
H. 
E( V?) 
E(W)=E(V) 


Alb? +2вь(1- р)Е(У)+ 1- р)ЕСУ? )] (4.3.9) 
211-0-А(1- р)Е(У)] ` 77 


(3) ТЕБЕ ИННЫ + lj BJ # W ЖИ ТЕХ ЖЮ 
中 ,服务 员 每 服务 一 个 信 元 就 休 一 个 假 时 间 v , 当 该 假 时 间 结 束 
时 , 奶 果 系 统 中 无 信 元 .服务 员 将 休 一 个 假 时 间 Vo. 当 Vo 结束 时 
系统 中 仍 无 顾客 ,服务员 仍 休 一 个 假 时 间 Уо. V 可 以 与 前 一 个 服 
务 时 间 相 关 , 但 V 与 B,V 独立 . 设 服 务 时 间 与 其 后 紧 接 着 的 假 
时 间 之 和 为 6,8 (5s) 为 5 的 LST, Vi (5) 3 Vo ІТ, ДА 
务 规则 六 ЕСЕ 时 ,信和 元 等 待 时 间 W 的 LST 为 [由 (4.1.37)] 
1- Vo (s) s[1-—A2E(0)] 


(0) ECV) "у-А+А8°(5)/ 


(4.3.10) 


ЕСУ) ， AE (82) 
2E( Vo) +511 АЕ(5)1: 


对 上 述 系 统 , 当 服务 规则 为 LCFS 时 ,由 (4.2.6) 式 信 元 等 待 时 间 
W LSTA 


E(W)= (4.3.11) 


[1—AE(6)]1- У [тА - АХ (5) 11 
{5+ А— А (s) 1Е( Vo) 


Wicrs(s) = 
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А[1—@(5)] 

s+ À - 0; (s) 
其 中 0; (s) (E 0, ЇЇ LST),6, 为 服务 时 间 为 8 ñj M /G /1 系统 的 
EHRE 


(4.3.12) 


02 (s) = ë"[s + À —- a8} (s)]. (4.3.13) 


由 (4.3.12) 可 得 (LCFS 时 ) 信 元 平均 等 待 时 间 , 它 与 (4.3.11) 式 
相同 . 

注意 ,上 述 的 伯 努 利 计 划 系 统 是 这 样 的 系统 ; 当 Vo (5) = У" (5) 
与 8"(s)=B* pti- р)“ (5)] 时 的 特殊 情形 . 

(4) 对 于 假 时 间 不 同 的 有 限 服务 系统 ,如 果 到 达 是 成 批 的 ， 
则 由 (4.1.56) ,对 FCFS 规则 , 信 元 等 待 时 间 的 LST 为 


s =l УЖ  . sl-p) RO „_ 
WOS ECV) уд ғана (O| raa o] 0 000), 


(4.3.14) 
从 而 
_ Е(М) | NEC) , гӘЕ(8) 
E(W) = 2E(Vo + 21-6] 201-0) р = №Е(8). 
(4.3.15) 


(5) 对 于 单 假 时 间 纯 有 限 服务 系统 ( 即 当 假 时 间 结束 时 ， 如 果 
系统 不 空 , 则 服务 立刻 开始 ,否则 服务 员 成 为 空闲 一 直到 一 个 新 信 
元 到 达 为 止 ) ,可 以 视 为 服务 时 间 为 B+ У А М/С 系统 . 
由 (3.2.3) 式 ,其 信 元 的 等 待 时 间 W{FCFS) 的 LST 为 


кеу sl- р АЕ(У)] 
W's) = -А+АВ“ CDJTV (5) (4.3.16) 


H. 


А[62 + ЕСУ) + Е(У? )] 
211-02 АЕ(У)] 


4.3.2 最 多 服务 M 个 的 有 限 服 务 系 统 


W L; 为 第 n 个 假 时 间 结 束 时 系统 中 的 信 元 数 .( 在 这 个 系统 
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E(W) = (4.3.17) 


中 ) 在 紧 接 第 я 个 假 时 间 之 后 的 第 n + 1 个 服务 期 中 服务 员 最 多 
服务 M(M 是 一 个 正 整 数 ) 个 信 元 , 即 在 第 n + 1 个 服务 期 S,41 
中 服务 画 =minf 工 ,AM) 个 信 元 .显然 , 当 M=1 时 该 系统 变 为 纯 
有 限 服务 系统 ; 当 M = oo 时 该 系统 变 为 门限 服务 系统 . 
首先 我 们 注意 到 , IL" ‚ял 一 1,2,3,…j} 是 一 个 马 氏 链 , 且 是 齐 


次 的 . 设 D = V + 六 Be(z) = 1, 0 Zo 


工 * =(L - M)e(L* — M) + N( V + У)в), (4.3.18) 


ВЕ n = 1,2,3, e | 88 (— Б) 3648382 
РъА PIL, =k| L; =j! 
P|j-M+N(Dyu)=k} PIND) =k-jtM}, Е2Ј - M20, 
Jese. j<M, 
0, у>®М, k<j-M 


[eu ao м 
0 


І N аа pin <l, уем, (4.3.19) 
0,322 М, Е<3- М. 
从 而 上 马 氏 链 的 平稳 分 布 ; 
| q = limP{L: =Ё|,Ё=0,1,2,+, (4.3.20) 
为 


q= lim S PÍL] = k | LE. = jlPIL I = i! 
nm j=0 


IN OQ. ¿dP |D, < tla; 


+ Saf e” vid I Dud (4.3.21) 
设 Q(2) 为 平稳 分 布 1qs,& =0,1,2,…| 的 母 函 数 , 则 
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сю = M-1 И ‚ 
QC) = 2202 = >z a | еск ММ) ардр, < d 
k=0 k=0 j=0 
` TH fe k-;j+M 
; - „р М 
t Dadah” € (Ejt+ мута? {Du < tl 
M-1 а 
= Я) е707^24р ip, < " 
0 
a "| «-'%-%®др\ры < ‚| 
j= M 0 


M-1 


= 14р; (à — А) + 2342 "DO - AZ) 


= 418" (à — А72)РУ" (à - А2) 


+ Suzin (А — А72)]МУ * (A — А2) 
= Qu[B* (a - AZ)1V" (Q — А2) 
[ВАА v Q - 2)[Q(2) - Qu(2] 
у" (А – AZ)[Qu [B * (à - 2Z)] 


[B` Q aZ)” [Q(z) - ФиС), (4.3.22) 
其 中 
Qu (Z) = 2192. (4.3.23) 


从 (4.3.22) 中 解 出 Q(Z) ,得 
Q(z)= | MQulB* (А – А2)1-1В* (А – А) QLDI V* (a — AZ) 
M- V* (A – УВ -I 


(4.3.24) 
现 来 求 方程 
ZM- V*(A – AZ)[B*(A -AZ)] = 0 (4.3.25) 
的 根 数 .在 震 砍 定理 中 . 设 
f(z) = ZUg(z) =— V'A — AZ)[B* (À — А7)]М. (4.3.26) 
由 对 充分 小 的 se>0, 在 jz|=1+s 上 ,有 
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абе) 1=1 У (А 3MZ)LB (a — AZ)]M |= | Е[27°®м!] | 


= | SIZPIN(Du = kl I< SI Zi (g = pÍDyu = kl) 


lI 


S Im (l+ e): = Dell + Бє) + ole) 


1 + eELN(Du)] + ole) 
1+ elAE(V) + Мр} + ole), (4.3.27) 


I flz)l= (1+) =1+Me+ole}. (4.3.28) 
因此 ,如 果 


p + Е(У)< 1, (4.3.29) 


ТЕ 21 =1+= БТК) >в), ВИЕ, | | = 1+e 
内 , f(z) 与 f(z)+ g(z) 零 点 数 相同 . 很 浓 楚 ,在 |z|=1+e 内 
КЮ M 个 零点 .因此 ,方程 (4.3.25) 在 iz|=1+8 内 有 MM 个 
根 .Z =1 是 其 一 个 根 . 其 它 M -1 根 由 第 二 章 的 拉 格 朗 日 定理 可 
得 到 . 设 

a=0,w= eiM m=1,2,.…, M-1, j=v —1, (4.3.30) 


#(к)=1У*(А-АЛУЇВ* (А-А7)М1]}М,/(«)= z. 


(4.3.31) 
HA: m=- MUHE M 个 根 2=1) 时 ,w=1. 
由 拉 格 朗 日 定理 ,在 1Z|=1 内 方程 (4.3.25) 的 M1 个 根 


а 


п 1 


е2тні/м 0-1 
п! а" 1 
m=1,2,- M -1. (4.3.32) 
因为 0(27)%Е| z|=<1 中 是 解析 的 ,(4.3.24) 式 右边 的 分 子 在 Z= Z, 
点 也 一 定 是 零 ,mr =1,2,…,M-1T ,因此 ia 站 =0,1 AM 一 二 满 
足 如 下 的 线性 方程 组 ; 
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为 
Z, 


|V*(A-AZ)[B' (А -2Z)M]|M|,_o, 


Y IZM[B "(A —2Z,)]i-[B*(a - А7„)]М2%} =0, 


k=0 


т=1,2,:-,М-1, (4.3.33) 
另 一 个 方程 由 (4.3.24) 式 和 Q(1)=1 给 出 : 


Qul) = _M[1- Qu(1)], (4.3.34) 
即 
SM- ba = m- АЙ). (4.3.35) 


这 样 由 (4.3. 33) 与 (4. 3.35) 我 们 可 以 计算 Qx(z) 的 系数 : 
{qsR=0,1,.…,M—1!, 
由 (4.3.24) 与 (4.3.35), 得 
E(L*)=Q'(1) 
_A2E(V2)+22aE(V)[M — AE( V)] 
21М(1- р) -АЕ(У)] 
BË EV) 
25) МИ - р) —АЕ(У)] 
U- PARU) T M(M D1- Ома)! 
2[M(1-p)- АЕ(У)] 


(4.3.36) 
现在 来 求 一 个 信 元 离开 时 系统 中 信 元 数 的 PGFx(2Z) 与 信 元 等 竺 
时 间 W 的 LST 色 (5). 因 为 在 一 个 服务 期 服务 了 的 平均 信 元 数 
为 


M-1 ~ 
k=l k= M 


= Q' (1) + м - Qu (1)] [由 (4.3.34)] 
- E, (4.3.37) 
-p 


H L,, A, 如 4.2.1 所 定义 , 则 有 

L, ZL" +A tAt +A, n, n=1,2,…, 6=mn(L°* ,M). 
(4.3.38) 
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+ Б = ki XI ZIB" (А – А2)1" 
B* (aà — А2) 


~ B'O ~ А2) 2 абв" — А7}]#—- 2%) 


+([B*(À — 42)]™ — 29 5а) 


_ В?(А — А2) _ _ 
-Bz | AuIB" Q -42)] — Qu(2]) 
+ ОО ul igra- элуму- 2) | 

- PPQ 32) 
= Bi 22-2 |амв" (a - 42)] - 902) 


+[В*(4- от 9092) гн 
将 (4.3.37) 与 (4.3.39) 代 入 (4.2.8) 得 
r(Z)= rmai) 


Qul В“ (А - 2Z)] +[B" (a -XAZ)/Z]M[Q(Z)- Qu (Z)]- Q(Z) 


Ë (4.3.39) 


AE(V)(1- Z) 
(4.3.40) 
其 中 
_ 0-0) (1 - 2)В" ам) 
"ми6л(2) В" (А – АЯ) – 
由 (4.3.22) 得 


z(Z) = raent La (7). А, (4.3.41) 
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其 中 
_ 1- V*(à - 22) 
e- (Z) = XI 2)Е(У) ' 
当 服 务 规则 为 FCFS 时 ,由 (4.3.41) 信 元 等 待 时 间 W 的 LST 
W*(s) 满 足 


(4.3.42) 


xu/entZ)e_ (2) 0 = "(А – 42)8 "(А - А2). 
从 而 
ү" (5) = i-p avta) SU 
s -à + AB *(s) E(V) у" (s) 
т ло “уду. өз 
而 


_ AGO Е(У?) E(L*)_ 
ЕСИ) = 5015) + 2E(V) ` a - Е(У), (4.3.44) 


Дир ЕСТ” ) 由 (4.3.36) 给 出 .因为 一 个 服务 期 的 长 S 为 
S= >; Bi， @=min(L * ,M), (4.3.45) 
所 以 S BJ LST 为 


5" (5) = PE ДВ)Р\Ф = в) = DIB) IPIS = А} 


= DaalB (H+ Уа" (s) 
= QutB"(s)] + [B* (Ә1МГ1- Ом(1)]. (4.3.46) 
所 以 
E(S)= 50'м(1) + Mb[1 - Qw(1)] [由 (4.3.34)] 
= F2 = BE(@). (4.3.47) 


注意 ,(4.3.29) 是 本 小 节 所 论 系统 的 平稳 条 件 . 这 是 因为 在 一 
个 服务 周期 中 到 达 的 平均 信 元 数 ( 即 在 一 个 服务 期 服务 的 平均 信 
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元 数 ) 必 须 小 于 M. Вр 
E[N(S+ V)]=AXAE(s+ V)=A[E(S)+E(V)] 
=a [FE +E(V)|- kM. 


(4.3.48) 
1118 (4.3.29). 


$4.4 减少 服务 系统 


在 这 一 节 我 们 考虑 另 一 类 服务 系统 .在 这 一 类 服务 系统 中 ,每 
个 服务 期 结束 时 系统 中 的 信 元 数 总 小 于 等 于 服务 期 开始 时 系统 中 
的 信 元 数 . 
4.41 纯 减 少 服务 系统 


Takagi 于 1985 年 研究 了 如 下 的 ( 纯 ) 减 少 服务 系 统 ; 在 假 时 
间 结 束 时 ,如 果 系 统 有 信 元 ,服务 就 立即 开始 , 且 连 续 服 务 到 (系统 
中 的 ) 信 元 数 比 假 时 间 结 束 时 (服务 开始 时 ) 信 元 数 少 一 个 ;如果 系 
统 中 无 信 元 ,服务 员 立 即 开 始 休 对 一 个 假 时 间 ,如 此 等 等 ,一 直到 
某 个 假 时 间 结 柬 时 系统 中 有 信 元 为 止 . 
Ë L 为 一 信 元 (服务 完 ) 离 开 系 统 时 系统 中 的 信 元 数 . 工 "为 
假 时 间 结 束 时 系统 中 的 信 元 数 .r(z),Q(z) 分 别 为 工 , 工 “的 
PGF. AAF L 的 分 布 ,关于 FCFS 与 LCFS 是 相同 的 ,所 以 在 
Ж zx(z),Q(z) 时 ,我 们 假设 服务 规则 为 (抢占 )LCFS, 易 见 , 一 当 
最 务 开始 ,该 服务 期 的 长 就 是 标准 М/СЛ 系统 的 一 个 忙 期 . 由 于 
L 出 相互 独立 的 两 部 分 组 成 .一 部 分 是 
L*-1,L* > 0. (4.4.1) 
HA L 是 一 信和 元 离开 时 系统 中 的 信 元 数 ,所 以 前 一 个 假 时 间 结 束 
时 (服务 期 开始 时 ) 系 统 中 的 信 元 数 L" DAE. HP PGF( 记 为 
X(z)) 为 
x(z)= ELZ l | L? >0]= ZIPIL = j | L* >0 
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_ 1 „РіЫ = j! 002) – Q(0) 
= 5z PL >o [1-00)]7` (44.2) 
另 _ 部 分 是 由 第 个 信 元 产生 的 一 个 化 期 中 到 达 和 被 服务 的 [ 接 
LCFS 规则 服务 ] 信 元 数 , 即 该 信 元 之 前 到 达 和 未 被 服务 完 的 信 元 
数 , 其 PGF 为 
_ (1~ o)X1 — Z)B * (À - А42) 
zw GA (Z) = B'(A - AZ) — Z А 


(4.4.3) 
因为 


я асо (4.4.4) 


M -1+f, L} >0, 
Lia = 
E 

Q(Z)=limE[Z"- 1= limE[Z" 1, E(Z) = у/(А-—А7), 


所 以 


(2) = v'a -az | LEN + о) . (4.4.5) 
从 而 
QOG — Z) V a А 
Q(Z) = У*(АСА7)- (4.4.6) 
由 上 式 与 条 件 Q(1)=1 4 
Q(0) = 1 — AEF( V). (4.4.7) 
故 
_ L1—- AE( V)](1 - Z) У" (a — A2) 
Q(Z) = (А ағу Z ‚ (4.4.8) 
H 
(4.4.2) 与 (4.4.8) 得 
[1—-AE(V)](1-— 2) 1- V (А-А) 
x(Z)= Л луй EVU Z). (44.9) 
LA 


L*=L*+f, (4.4.10) 
所 以 О 
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9(2) = E(ZU)E(Zf) = H(Z)V * (A — АЯ). 


故 
__ Q(Z2) (1-2)[1-АЕ(У)] 
Ho ту (адр) v a azy- (4.1) 
从 而 
x(2) = H(Z)e_ (Z), (4.4.12) 
其 中 
а (2) = V U AZ) (4.4.13) 


AE(V)(1 - Z) ` 

为 在 一 个 假 时间 中 到 达 的 任 一 个 信 元 之 前 到 达 的 信 元 数 的 PGF. 

由 (4.4.12) 与 (4.4.3) 了 以 及 独立 性 得 

r(Z)= y(Z)-mu/an(Z)= H(Z)a _(Z)zuzcA(Z). 

(4.4.14) 

对 FCFS 规则 ,由 (4.4.14) 得 信 元 等 待 时 间 W 的 LST: 

у" (5) = et 4.4.15) 

且 


(у?) ADP (4.4.16) 
р) 


Е 
E(W) = ECV [1 AECV)] + 2(1 — 


4.4.2 一 般 减少 服务 系统 


纯 减 少 服务 系统 可 以 推广 到 如 下 的 一 般 减 少 服务 系统 :服务 
员 一 当 进 行 服务 ,他 就 一 直 服 务 到 :(1) 系统 中 的 信 元 比 假 时 间 结 
东 时 ( 即 服务 期 开始 时 ) 系 统 中 的 信 元 数 少 M 个 ,或 者 (2) 系统 中 
无 信 元 .对 于 这 个 系统 我 们 先 来 求 L" (一 个 假 时 间 结 束 时 系统 中 
的 信 元 数 ) 的 PGFQ(Z) | 
LI 仍 为 第 n 个 假 时 间 结束 时 系统 中 的 信 元 数 . 因为 
ү L; < M, 
List = 

L? -M+f, L; 2 M, 

Ві ,n=1,2,3,…} 的 一 步 转移 概率 为 
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(4.4.17) 


Ра = PILI = k | L: = jl 
fe j < M, 
fcou- F M +k 2 j 2 M, (4.4.18) 
0,32 M,j> k —- M 
故 
IL; ,n==1,2,3,…| 为 齐 次 马尔 可 夫 链 .从 而 L“ 的 分 布 为 


дь = lim PÍL*,, = k] = lim) PIL} = jl pa 
Hr яо 


M-i УМ 
= р У) + Dafirmisk = 0,1,2. (4.4.19) 
{= j= M 
从 而 
= = K+M 
Q(Z) = 2124 gq; = -5z De + 21 fr 
© М-1 
= Y ZRD g+ Ум 5) Рам) 
k=0 j =0 i= M k=j- M 


= F(Z)Qu(1) + А 


Р(2) 9,0) + Ç 1902) - Әм(2)]Е(2) 


=V (А – 42) 19м(1) + 1902) ~ Өм(2)11. (4.4.20) 


由 上 式 解 出 QO), A 
[Qu (Z) - ZMQ i (1)] V “(А — А2) 
Q(Z)= V* (àA ~ XZ) – ZM 
与 4.3.2 节 类 似 , 上 式 右边 分 母 当 
AE(V) < M 
时 ,在 1Zj1=1 内 有 М-14Жд. kisa Н EE ENE 


= ем. Liv (А АД)" 1,0, 


. (4.4.21) 


т = 1,2,--,М - 1, (4.4.22) 
且 由 条 件 {4.4.21) 右 边 的 分 子 在 
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Z= Х.т = 1,2,- M - 1, 
也 是 0. 这 样 ,Qu(Z) 的 M 个 系数 | 四 =0,1,2,…，M --1l H£ 
性 方程 组 : 


M-1 


DZM - Zla = 0, m = 1,2,--,М ~ 1, (4.4.23) 


k=Ú 


和 方程 
Q'a& (1) = AE(V) – M[1 — Өм(1)] (4.4.24) 
确定 .(4.4.24) 由 (4.4.21) 和 条 件 Q(1)=1 可 得 . 
现在 我 们 来 求 一 信 元 离开 时 系统 中 信 元 数 L 的 РСЕ x(2). 
因为 在 一 个 服务 期 内 服务 完 的 平均 信 元 数 为 


M-1 со 


Tp Qul) + M[1 - @м(1)11 [8 (4.4.24)] 


= 80У), (4.4.25) 
其 中 丁 为 系统 MAG71 НС РУ НАЛОК, й Г, 相互 
独立 , 均 与 卫 同 分 布 . 
É L, 为 第 二 个 信 元 离开 时 系统 中 的 信 元 数 . 当 工 ” = k(< M) 
时 ,服务 期 就 由 天 个 入 期 组 成 ,而 在 每 个 忙 期 中 信 元 离开 时 系统 中 
的 信 元 数 的 POF 可 以 像 一 般 М/С 系统 那样 处 理 . 由 (3.1.26) 知 
对 于 一 般 M/G/1 系统 一 个 信 元 离开 时 系统 中 信 元 数 的 PGF 为 
zoll - Z)B* (à А) 
В*°(А—)Л72)-7 , 
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其 中 ro=1- p 为 系统 中 无 信 元 的 概率 .类 伏地 , 当 一 个 忙 期 开始 
时 系统 中 有 j 个 信 元 ,到 该 忙 期 结束 时 ,系统 中 将 怡 有 j 一 1 个 信 
元 ,这 也 古 下 一 个 忙 期 开始 时 系统 中 的 信 元 数 . 所 以 当 第 > 个 信 
元 为 第 j 个 忙 期 中 一 个 信 元 时 ,E(Zr) 由 
z- (1 Z)B* (a — А2) 
B "(A — AZ) — Z 
组 成 .如 果 工 * = k < M, 则 服务 期 由 个 忙 期 组 成 ,这 个 个 忙 
期 分 别 以 ,8 一 1,… ,1 个 信 元 开始 . 因此 Е[ > 22. | 为 
A ri _(1- * 
WR L=M, MRAMA M 个 忙 期 组 成 ,这 M 个 忙 期 分 别 


以 ,一 1……, 尼 一 M +1 个 信 元 开始 .因此 ,E[ У) 27 |25 


У) zB (a А7) (22)B' (A — 22) 


j=k-M+1 B* (à — А2) — Z B* (A — aZ) — Z 
(4.4.27) 

所 以 

EL[22%]= Dael Z ( L = k] 

_ A (1-—Z)B"(a --2Z) ч (ZM _ Z)B* (à — 2Z) 

T 5:4 В“ (А - AZ) - Z + Уа B*(à — А2) - Z 

_ _ -м _ B" (à — XZ) 

= [Q (1) – Q(Z)+ Z-M[Q(Z) - Qu(Z)]! Ва - 22) - Z' 
(4.4.28) 

由 (4.4.21) 得 

z [1 - V" (a – 2Z)][ Q (Z) – Qu) ] B" (a — 2Z) 

E(X} Z] [V* (a – А2) – Z ][B* (A — AZ) — Z] ` 

(4.4.29) 


由 (4,2.8),(4.4.25) 与 (4.4.29) 得 
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(1—о)[11-У*(4—А7)][(Өм(2)- Qu (1)]B” (А — aZ) 
AE(V)[V* (А – AZ) Z“ ][B" (a -12)- Z] 
(4.4.30) 
从 而 对 先 来 先 服 务 规则 下 AEE W 的 LST 为 
1- V*( (ї—з/А)МОм@)-Ома-—,3/л) s-o) 


х(7)= 


W'()= sE( V) (I—s/A)M— V" (5) 5-А+АВ" (s) 
(4.4.31) 
В. 
_ E(V2)  А?Е(У?) – Q'u(1) -M(M-1)[1- Qu(1)] 
E(W)= E(V) + ЗАМ AEV] “ 
25) | 
+125): (4.4.32) 
该 系统 的 平稳 条 件 为 
Е(Ф)< МЕ(Г) = 于 ,6< 1， 
即 
АЕ(У) < M, o < 1. (4.4.33) 


4.4.3 二 项 穷尽 服务 系统 


二 项 穷尽 服务 系统 是 这 样 的 系统 ;服务 一 经 开始 , 它 将 以 概率 
CŒ- pA- p), 44.34) 
使 系统 中 的 信 元 数 比 服务 开始 时 系统 中 信 元 L“ 少 个 . 即 设 服务 
期 开始 时 系统 中 信 元 为 上 ”= 个 , 当 服 务 期 结束 时 ,系统 中 以 概率 
Се p-p) t, k=0,1 en 有 xn 一 上 个 信 元 .其 中 p(0< p<1) 
是 参数 . 当 p=1 时 ,系统 就 变 为 穷尽 服务 系统 . 
在 这 个 系统 中 , 设 L* 为 第 n 个 假 时 间 结 束 时 系统 中 的 信 元 
数 . 7 为 下 一 个 服务 期 开始 时 与 结束 时 系统 中 信 元 数 之 差 .因为 
га = L; - + f, (4.4.35) 
其 中 了 为 第 = + 1 个 假 时 间 中 到 达 的 信 元 数 , 所 以 
Q(Z)= Е[2 ] = БЕ] = limELZ" 9: f] 
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= F[Zt -"]Е(7/) 


= 2;q,E[Z" "ТУ" (à ~ А2) 


= Уа, Sepa = р)". ZTV" (A — А7) 


л=0 k=0 


= Q[p + (1- p)Z]V*(à2 - 22). (4.4.36) 
由 此 得 
F(L"*) = Q'(1) = EW, (4.4.37) 
POET р(2- р) ` ` ` 
注意 ， 


H(Z)=EF(ZL`)= Е(2 51) = Q[p+(1- p)Z]. (4.4.39) 
为 求 一 信 元 离开 系统 时 系统 中 的 信 元 数 的 PGF х(7), Ж 


Е(Ф)5 FLÈ Zt]. RA 


p= Èr (4.4.40) 


其 中 Г,,Г;, З.Г … 独 立 同 分 布 ， 均 与 荆 同 分布 , 而 本 为 一 般 
系统 MAGA1 中 一 个 忙 期 中 服务 完 的 信 元 数 ,所 以 
ЕФ= E(T)E(W) = т —ЕПЕ(ү11.°)1= Epel 


= HEUD) АЕО) (4.4.41) 
=p 1-р 
又 类 似 于 (4.4.28) 式 的 推导 ,有 


t 


-1 (1 ~ Z)B* (à - 2Z) 
27 B* (à — Z) — Z 


_ _ r_a B* (a — АЯ) 
= - _ .__В^(А - А) _ 


(4.4.42) 
h (4.2.8),(4.4.41) (4.4.42) 


л(2) = IQ[p + (1- p)Z] - 902)! КЫЛА 


= H(Z) “a (Z) . ям/слб2), (4.4.43) 
其 中 H(Z),a (2). zmusza Z) aih (4.4.39), (4.4.13), (4.4.3) 
给 出 .由 (3.1.26) 得 FCFS 规则 下 一 信 元 等 待 时 间 W 的 LST 
911-0-2)—]- 90-4) 

E(V)s 


| (1-р) 
АВ“ (5) - А+" 


(5) = 


(4.4.44) 


Aab? (2-р)9"(1) 
EW =z a) 


__ АВ? _, Е(У?) (1- р)Е(У) 
-201 -0) '2Е(У)* . (4.4.45) 
р = 1 В}, (4.4. 44), (4.4. 45)4 B| £ A (4.1.37) 与 
(4.1.40). 


第 五 章 G/M /m 系统 


这 一 章 讨论 G/M /m 系统 . 该 系统 的 基本 假设 如 下 ; 

(1) 系统 到 达 闻 隔 时 间 序 列 1J;, i 之 1 为 i.i.d ВЛАЕ 
A Ji 服从 一 般 分 布 , 其 分 布 函 数 为 A(:), 且 存在 前 两 阶 原点 盾 . 

(2) 服务 机 构 有 m 个 服务 台 ,每 个 服务 台 对 每 个 顾客 的 服务 
时 间 互 相 独 立 同 分 布 , 均 服 从 参数 为 е 的 指数 分 布 . 即 设 1B,, 2 
1} 为 服务 时 间 序 列 . 则 1B;,i 守 11i.i.d В Bi~T(1, и). 

(D B ,i 之 1 与 1J;,i 之 11 相 互 独立 ， 


$5.1 到 达 时 刻 队 长 的 平稳 分 布 
5.1.1 «АКЕНЕ ШЖ 


设 X(z) 为 时 刻 t 时 系统 中 的 顾客 数 . т, 为 第 n 个 顾客 到 达 
的 时 刻 , О, 为 第 =” 个 顾客 到 达 时 系统 中 的 顾客 数 , 即 Q. = X(t 
-0),n=1,2,3,… .Vor1 为 在 到 达 间 隔 时 间 „у= r,. ( - r, 中 
服务 完 的 顾客 数 ,n =0,1,2,…. 这 时 X(t) 已 不 是 马 氏 过 程 .但 
是 , 易 见 有 | 
Q. =Q. tL- V, ,.n=1,2,3,:-:. (5.1.1) 
因此 , 当 Q, 已 知 时 ,QI 5 QQ 0,162, 0,,п211 
是 马 氏 链 . 又 因 诸 V, 独立 同 分 布 且 V,. Qn 独立 ,所 以 
b. (n,1) =Р{О„н = } 19, = il = РіО, tl- У, = i | Q, = i 
= РҮ = +1 р = PIV = i+1-jl,(5.1.2) 
从 而 一 步 转移 概率 р, (п,1) = ps 与 4 AR, ЕО, nall EF 
次 马 氏 链 . 设 M(i) 表 示 在 时 间 区 间 (0,zt] 中 离开 系统 的 顾客 数 . 
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(1) 3 ;<i+1=<m 时 ， 
ру =P|Vi =i+1-jl = PLM = i+t1-jl 


-[ Pim = ¿+1- jldA() 
= Га рів < 1] PIB > «4А (0) 


= ond ~ eA y te PA (t). 
(2) 当 m&j&i +i kf 
ps = РУ = 1+1 3) = | Pt —4+1-)14А() 


一 站 -an Cmt 

-fe “gga 1 AG 2 =: 

(3) 4 j<m<i+1 时 

py = Рі = i+1-jl= PIMU) = i+1-jl 
=| PIMG) = i +1- Лало). 


现 来 求 PIM(i)=i+1 一 着 , 雪 为 i<m<i+1, 所 以 在 长 为 :的 
时 间 区 间 (0,2] 中 , 先 有 顾客 在 等 待 (m 个 服务 台 都 在 工作 ), 后 无 
顾客 在 等 待 .在 有 顾客 等 待 这 段 时 间 内 ,服务 了 i t1- m 个 顾客 ， 
故 其 长 为 X pop TU, ти), Н т.т. тАУ А 


布 .从 而 Гв торт) MERE SENADA г 
ВИНЕ ТАТ 0 m 个 顾客 中 的 mm — j 个 顾客 ,从 而 有 


і+і- m 


PIMG)=i+1-jl = | PIMG)= i+1-j! У m 


= zr] a mz тш тш" g, 
=['PiMG -x)= m- jle™ KE 
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0 


i — т)! 


= [chelen — е7)" і mal mer)” ga. 
0 


故 


(¿ — т)! 


» = Ганн ен imaman de ДА), 


(4) 当 j> 


综 上 所 述 得 


ру\т,1) = фу = 1 


z 二 工时， 


Paata- eyd) у Li+ т, 
0 

°° 191-3 

| че Мт)” © AU, m <j < +1, 


0 (G¿+1-j)! 


Ганн н ют тш =” À 


í — m)! 
ФАС), j < m < іі, 
0,; > i+1, 
(5.1.3) 
H IQ, ,n2116556 RRES hI F JE K; 
0 1 2 3 т] m 了 一 一 ~ 


—. 


(3) 


{<< i+] 


02) 


m= рр] 
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即 


| ж Ёа 0 0 0 
Ри Ра Ро 0 0 0 
P> Ри Pe Pn 0 0 
Р= | Ën-20 Ра-2а `7 UO Pr-am-l 0 0 0 
Ре-ї1рб Daza 77 С” С” 0 
Pmi Pml s б ee рыл AA 0 
Финка Рана YY 77 С Parma Ü; А А 


5.1.2 到 达 时 刻 队 长 的 平稳 分 布 


对 G/M/m і EQ). <1 mi, iQ n IL RERAN 
存在 (证 明 见 [2]). 记 其 平稳 分 布 为 x,,k 之 0}. 则 由 平稳 方程 
(mo,zZi 777 m е) = xo ms, TP (5.1.5) 
与 (5.1.4) 当 j>m -1 时 , 易 求 得 诸 r.n 满足 方程 


ты = Уа. 2 ml (5.1.6) 
为 解 此 差分 方程 . 令 
х= ,jm 1, (5.1.7) 
с 为 待定 常数 .于 是 得 oi*! = У ор, H 
в = D B, (5.1.8) 
因为 
ñ = as Саада) , 
所 以 
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= Узе] ест О AGO) 


k= 0 


=| e PJA) 一 | e mmp)idA (t), 
0 


0 
Вр 
a= А“ (та — тис), (5.1.9) 
ЯФ А" (5) J, ІТ 
а 为 方程 


х= А? (mz — тих) 
ТЕА |1 <1 内 的 唯一 解 .把 s 代入 (5.1.7) 得 


л; = ko (Ен Ул, = 1 确定 ), j > т - 1. 


(5.1.10) 


从 而 平稳 分 布 解 的 一 般 式 为 
【ro Rir m 2 ban 1 ka" kot! a... (5.1.11) 


现在 求 по Ж," В; sm- 2- 记 В; = kg m- 8 ўт 1. MERA 


ko” {Rg Rist, Ra-21,6;30°,). (5.1.12) 
从 而 (5.1.5) 式 的 前 mx -1 个 方程 为 


т-2 а 
R = SlRp У Dpi < т-1. (5.1.13) 
1=)—1 i=zm-l 
故 
m 2 вв 
Ria = [R; т УЕ, T > oi (md p, ] {biij < m - 1. 
iej i=m-1 


| (5.1.14) 
在 上 式 中 , 令 j= m-1(H# R, -1=1) 得 


Ra = [1- У] s wa рл) Z Ры-э,м-1- (5.1.15) 
{= ж-1 
6% ј= т - 2,18 
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Ra-3 = Е, 一 Rm-2Pm-2,m-2 7 > at O° p, т 5] /Pm 3,m-2» 


(5.1.16) 
其 中 R, B (5.1.15 E. WER EAR R. -4, R, 5", 
Во. ЗА (5.1.12) fb poem l. H 
得 
am-1 = - [5+1 +] '. (5.1.17) 


н MAMAN KAFEA. L0), (S.L 11), (5.1.14, 
(5.1.17) 完 全 确定 . 
一 硕 客 到 达 时 需要 等 待 的 概率 为 


У» = = Зь" = É 


其 中 a 由 (5.1.9) 确 定 , po” 15. 1. DAZ. 
由 平稳 分 布 (5.1.12) 可 得 平均 队长 X 


X вв У) reo] [jm r] 


(5.1.18) 


а 


= о t| SR + У. + (m -1)]z] 


-1 g 
+ 
(1 — а)? 


= |у Јата (5.1.19) 
平均 等 待 队长 为 
X, = Ужа" = = мт 1 = = 
(5.1.20) 
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85.2 等 待 时 间 的 分 布 
5.2.1 等 待 时 间 的 分 布 


现 考虑 统计 平衡 后 ( 即 在 条 件 < 下 ) 顾 客 等 待 时 间 的 分 
布 . 设 зу 为 一 顾客 的 等 待 时 间 的 长 ， 
PIW = 0! = Xs = 1- yn -1 -如 (5.2.1) 


1-е 
щ;>0 时 ， 
PIW < l =P]W = 0! + P10 < W < | 


јет 


=1 – 


= + > pl < WW 之 | 到达 时 系统 中 有 
j 个 顾客 i + z, 

=” + 2 кр [0 < > B < г}, 

Ж 8-ГО, mg), i=1,2,3,, E B.B, B MEM i 


jiti- т^ 


> В. ГО +1- т, тп). 


=1 - 


从 而 
1—т 
PIW < {(ф=1-{ "+ Df ес тыт" д, 
=] — йа". + ra” |" e "Е. mpe” dr 
i-e 0 
ра" 1- есте). 
=1-үт_ 7 + тра" . mull a) 
=1 — ka”. -mi(1—o)z 
=1 1 — Pš з 
Вр 


<O, 


0, 
онн) ko" 
1-1 


5.2.2 
тс "1°", 125). ( ) 
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W 的 密度 函数 fw(z) 为 


0, 2<0, 
№) = -AZ ale) трде ао, 20. 


(5.2.3) 
从 而 
E(W) = [лса = Еа" (52.4) 
0 mull - в)? 
L ka” 
DOW) -ay (5.2.5) 


因为 逗留 时 间 5= +В, B-T(l,xz)EB W 5 B 独立 ,所 以 5S 
ВОЗ ВЕ ВАУ 


вч) | пс - z)dz 


0, 2 < 0, 
BIZO – tjdz, t > 0 
f0, < 0, 
= muka” __ „ш-н plos- mU- af- k” -a 
1- m(1 — a) i-o- m(1 - oY іе“, 
t> 0, 
(5.2.6) 
ka” 1 
= — tt, 5.2.7 
ECS) mp (1—а)# x ( ) 
D(S) =—— 7 1 (5.2.8) 


+—. 
т?н? (1 - сў? и? 
5.2.2 G/M/I 系统 


М m=1 时 ,(5.1.9) 变 为 
s= A (u ив). (5.2.9) 


由 此 解 出 a 代入 (5.1.10). 再 由 忆 m = 1,48 3504 2109 454 : 
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у= (1-о)ой, j20, р=&<1. (5.2.10) 
从 而 ,到达 时 刻 队 长 的 数学 期 望 与 方差 分 别 为 


2 
Е(Х)= EPE р(х) = 27у, р<1. (5.2.11) 
(5.2.2). 61 (т = 1) 等 待 时 间 W 的 分 布 函数 为 
Еу(г)= N <o, (5.2.12) 
Ан ge 1-90, 020, p<1. 
从 而 W 的 分 布 密度 函数 为 
( Би 1<0, 
0 (1—a)8(2)+ a(l- т) ве"), t20 
故 
_ а 
EW) = (т-у, Р)= з "ЧҮС е<1. (5.2.14) 
5.2.3 G/M/2 系统 
Щ m =2 时 ,(5.1.9) 变 为 
=А*(2и—-2ив). (5.2.15) 
由 上 式 解 出 o 代 和 人 {S.1.10) 得 
лу= ko, 了 之 1， (5.2.16) 
由 (5.1.14) 得 
Ro=| Ri- Зора | jp (5.2.17) 
由 (1) 得 


pa -|, (1-7) e dAl) = А" (а), (5.2.18) 


Ри =f Сі(1 一 e` "je adaA(r) 


=2A" (и) –- 2А* (2a). (5.2.18) 
由 (3) 得 
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Pa = | de [К = еж) SY dr ад (1), #222. 
故 


У\ о! pa Ка — е7 )2 poe dx шл) 


=4шв] е “| [e #G(1-26)z отир дА (t) 


= m tL -pt _ „2píl-e)t 
=4po|™ rate e ] 


+ 1 pem — e210 TI qA(t) 
2 uo 
=2A* (2#) – 2А * (2p — 2ш) 


TA (в) = A" (2 — 248) 


+ 


=2A* (2и) 一 25 + . (5.2.19) 


又 因 R,=R, i =1,8(5.2.19),(5.2.18),(5.2.18')—# ЛА. 
(5.2.17) 得 


ШИК! - 2A" (2) +26 


~ о) JA" (a) 
1-24 1-0) .2.20 
TU- 20)А* (н). (5 ) 
由 (5.1.17) 得 
_ a -1-00-20)A (и) 
к= [28+ -J САЯС (5.2.21) 
H(5.1.2)#T 
= рт-1р = _(1-s)[1-2A (и)] 
ло ka”! R = АВ, А) (5.2.22) 
由 (5.2.16) 得 
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n 9001 20)А ' (eye 
i 1-o-A*(p) , 
故 到 达 时 刻 队 长 的 数学 期 望 与 方差 分 别 为 
_ (1-20)А* (g) 
Е(Х) {1-а4)[1-е-А*(„)]' 
а 0(1-29)А (g) 
рою) = TI (ы 05-220) 
由 (5.2.3) 等 待 时 间 W 的 密度 为 
0,:<0, 


了 之 1， (5.2.23) 


_ _ а\1—2о)А`* (и) 2,ж(1-—е)(1—2а)А (p) 
гоа Dt ШЕ "ык М 


se AnD, 20. 


(5.2.25) 
H (5.2.4)55 (5.2.5)4% 
_ a(l -2a)A* (и) 
E(W) 2301 - all-a- A” (u)? 
D(W) = (1 20)A (и) (5.7.26) 


432 (1 - а)211-а- А (н)] 
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第 六 章 ”离散 时 间 排 队 系统 


在 这 一 章 中 ,我 们 讨论 离散 时 间 和 参数 集 的 排队 系统 ,我 们 取 时 
间 集 为 10,1,2...1, 并 假设 顾客 到 达 与 离开 都 发 生 在 各 单位 时 间 
点 上 ,由 于 服务 机 构 性 能 的 不 同 ,顾客 到 达 与 离开 的 时 刻 也 不 同 ， 
由 此 可 将 系统 分 为 三 种 类 型 .第 一 种 类 型 称 为 早 到 达 系 统 , 顺 客 到 
达 发 生 在 {每 个 ) 单 位 时 间 的 开始 ,顾客 的 离开 发 生 在 (每 个 ) 单 位 
时 间 欧 结束 之 前 , 即 顾客 在 (n,n + ) 中 到 达 , 可 能 在 ((2 + 1)- , 
(nn 十 1)) 中 (服务 完 ) 离 开 (n =0,1,2,3…). 第 二 种 类 型 称 为 迟到 
达 立 刻 进入 系统 ,顾客 到 达 发 生 在 (每 个 ) 单 位 时 间 结 束 之 前 ,而 高 
开 可 能 发 生 在 (每 个 ) 单 位 时 间 的 开始 , 即 顾客 在 (z 一 ,n) 中 到 达 ， 
可 能 在 (n,n + ) 中 (服务 完 ) 离 开 (n =1,2,3…) .第 三 种 类 型 称 为 
迟到 达 延 迟 进 入 系统 , 即 顾客 在 (n - ,nn) 中 到 达 , 可 能 在 (n+ 1， 
《n+1) 十 ) 中 (服务 完 ) 离 开 (n =1,2,3---). 

由 上 分 类 可 知 ,对 于 迟到 达 系 统 , 如 果 在 (n - ,nw) 中 有 一 个 顾 
客 到 达 并 且 这 时 服务 员 空闲 , 则 对 于 立刻 进入 类 型 ,在 (2 ,2 + ) 中 
该 顾客 可 能 被 服务 完 离 开 系统 ,而 对 延迟 进 人 类 型 Elan t P 
该 顾客 不 可 能 被 服务 . 本章 假设 每 个 顾客 的 服务 时 间 至 少 为 一 个 
В fiz [В]. 


86.1 Сео/Сео/1 系统 


Geo/Geo/1 系统 的 基本 假设 是 : 

(1) 顾 客 到 达 间 隔 时 间 序 列 和 ,nn 这 11 是 i.i.d 随机 变量 序列 ， 
且 J; 服 从 参数 为 4 的 几何 分 布 , 即 J 一 Geo(4), 也 即 PIJ, = hk] = 
aṣ, k=1,.2,3, ,其 中 4=1 一 A,0< 之 A 之 1. 由 定理 1.4.2 系统 的 
到 达 ( 输 入 ) 过 程 [N(x) ,nn 之 0| 是 参数 为 4 的 伯 努 利 过 程 . 

. 198 - 


(DANA RRA EA В, ,n2>11 iid 随机 变量 序 
列 , 且 B,—Geo(a),0< a <1. | 

(З) А И, ЕЈ, n21151B,,n211 
相互 独立 . 


6.1.1 队长 的 平稳 分 布 


设 Q(z) 表 示 时 刻 ; 时 Geo/Geo/1 系统 中 的 顾客 数 . 对 于 时 
到 达 系 统 , 记 
X,=Q(n-),Y, = Q(n),Z,=Q(n+), п=0,1,2:-. 


(6.1.1) 
对 于 迟到 达 立 刻 进入 系统 , 记 
XH = Qa), YP = 9(а),20= Q(n+), п=0,1,2,3--. 
(6.1.2) 
ае th 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
X: 0 1 2 1 1 0 1 2 2 1 
Y: 0 1 1 0 0 0 1 1 ! O 
Z: 1 2 1 1 0 12 2 i 0 
0 1 21345 6 7 8 9 
X. 0 1 L 0 0 0 1 1 1 O 
ro 2 1 10 1 2 2 1 O 
7% | 1 0 00 1 1 1 0 0 
(e) 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
X% 0 1 2 1 1 0 1 2 2 1 
ym 1 2 2 2 1 12 3 21 
2А у 2 1 10 12 2 1 O 


图 6-1 各 过 程 样本 路 线 
对 于 迟到 达 延 迟 进 和 人 系统, 记 
+ 199. 


XP = Q(xn-),Y =Q(n), Z? = Q(n+),n=0,1,2,3--.. 
(6.1.3) 
6-1 详细 描述 上 述 各 过 程 的 样本 路 线 . 这 些 样本 路 线 描述 
了 在 0,1,3,5;6,7 各 时 间 点 各 有 一 个 顾客 到 达 ( 即 到 达 间 隔 时 间 
分 别 为 1,2,2,1,1) 面 在 2,3,4,7,8,9 各 时 间 点 各 有 一 个 顾客 离 
开 ( 即 服务 时 间 分 别 为 2,1,1,2,1,1). 
由 样本 路 线 与 图 6-2, 可 知 


2 和 (6.1.4) 
到 达 到 达 
ЖҮ, + Z, X, Yna $ Za 
nin + (+1у-л+1 (+) 
АТ 离开 
图 6-2 


类 似 地 有 
XP = Y YP = X i XIP = X ZP E Xaa. (6.1.5) 
因此 ,我 们 只 需 考 虑 早 到 达 系 统 .因为 过 程 |X, ,n20 8153648587; 


À, 3=1,.1=0, 
А, j=i+l,í=0, 
ү ; = ; ; = . 
P|Xc = |x, = |= etja, 270 1, (6.1.6) 
Ан, j=i+1l,;21, 
Ан, j=i-1,:21, 
0, 其 他 . 
从 而 {XX o nol R REAREN 
ГА А 0 0 0 0 1 
Tu А#+Ан àp 0 0 0 
Ps=|0 з apti дад 0 0 |. 0.1.7) 
0 0 A àptàg Ан Ü 


KIX, n 20] жк X W AMMD RE ЖЕ. 且 由 平稳 
方程 定义 
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кь = EFTA. = 0 
j= 


知 
по xorot riq1s (6.1.8) 
ж„=й,-0ру-у RE t Titig 221, (6.1.9) 
其 中 к= А,ре= A.Q = Ан, у= Ан + Ap p= Ан, kL. 
(6.1.10) 


由 (6.1.9) 与 (6.1.8) 得 
ett ярар perk = quy рь 17-1 9191 Pono. 


从 而 


Ёк-\ Фь-1ра-2'" Po А Apto 

= ——r -1 = = = = Жо, k>1. 

m q t! Gl -1° q1 To ta a? 0 a 
(6.1.11) 

LAKEI h >л, = 168 
Ан кеб 

тА у. -À | 

ro 一 到 =1-р, p= 一 ， (6.1.12) 


又 因 , 当 < Ll- Muce- Apl 从 而 当 о<1 时 ,过 程 
IX. ,n> 的 平稳 分 布 存在 有 为 


p» 
_ АБАМ) (6.1.13) 
л,= pl A (2), kA. 
由 [1] 中 定理 3.3.4 %,1Х„,л®0}] 的 极限 分 布 也 为 16.1.13| 式 ， 
Ep 
f _ L. jCO, k=0 _ 
lm P| X, =k] Tk INI O k21, Ам" 
因为 
[i PIX,=0}+ wuP{X,=1}, 
PlY,=k|=pP|IX,= RI+uP{X,=k+1|, Ё2>®1, 


А np 一 oo I| Y, nO RFEA N | z, k20}, 04 


л = лу+ дил = 1-а, 


л = Mm, + илк = (1—ев)а@, А221. 


所 以 和 Y, ,2 之 0 的 平稳 分 布 存在 , 且 为 


m = (1-а)ай, kE 20. (6.1.15) 
上 式 也 可 通过 转移 概率 矩阵 求 得 . 
因为 PZ =k|=P|[X, 1 二 此 |, 所 以 12,,n 实 0] 的 平稳 分 布 
存在 ,也 由 {6.1.13) 式 给 出 .或 因 
Р}7„=0|=АР}Ү„=0}—=А(1-), 


x 220) 时 有 
Р\2, = |= АР|Ү, =k} +АР{Ү, = 2-1} 0(1-– a)! 
(6.1.16) 
6.1.2 Я 


设 0 № Сео/Сео/1 系统 的 忙 期 ,B 为 一 个 顾客 的 服务 时 间 ， 
В B 一 Geo(p). 则 有 
8= B+ + 0, + + мев) (6.1.17) 
其 中 0 ,8B,83… 相 互 独立 均 与 8 同 分 布 .用 002) 67 8 的 PGF, 
则 由 PGF 定义 有 | 
0(7) = Е(7) = 五 [Z8+9+62+…+guwta ] 


一 УЕ 1РІіВ = å} 


5 


М 


Z УЕ ) PING = DIPIB = k 


т 
II 


1 


lI 


IM. IM: 


Z DAD VAA M: “нр! 


lI 


Z [40(Z) + А] р! 
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y. [A9(2)+ Al] nZ 
Он 1- 14002) + А167 


АРАВ) + 2] 
1 — aZ1à8(Z) + À] (6.1.18) 
Ш (6.1.17) 5 EIN(B)]= T =p% 
Е(0) =Е[В + 8, + 0, + - + бау] 


= + E(0)E[N(B)) 


1 
ao PEZ! | 
AMIX, аавв. з) ло=1- р, RA = А, Ж 


而 有 E(0)= + (5-1), 即 对 于 Geo/Geo/1 系统 的 嵌入 过 程 


(X, n20}, (2.3.1 DAER.. 

由 (5.1.18) 式 通过 求 导数 可 求 D(9). 现 我 们 用 (6.1.17) 式 
求 DIE09). 由 (6.1.17) 式 ,得 О, 
D(0) =D(B)+ DEO + + + Өв] T2eov(B,0, + ++ On) 


， {p<1). (6.1.19) 


-4 + E[N(B)]D(8) + D[N(B)]E2(0) 


+ 2cov(B,0, + 0, + + + Öne) 


-4 + 0008) + D[N(B)] Суу EBA ++ "+ø 
гов 
2 2): (6.1.20) 


因为 
E[N2(B)] = Увімк] = SIETRA + R A Јар! 


=рА + ply + 1), (6.1.21) 

所 以 . 

DI[N(B))= рі + (g +1)- рг =apt pp. (6.1.22) 
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XA 


E{B[O + 9, ++ + fnll = 2. кЕ[6, + + + Вуса: 


- > ЕГА (В)ЈЕ (0) aj 


Et À pA к? 
_ А+Ая 
нр A) 
所 以 
v ... - Ан _ 
co (B,0, + 0, + +w) wle A) (6.1.23) 
将 {6.1.22) 与 (6.1.23) 式 代入 (6.1.20) 式 得 
_-_l [z , Ао + во? 2Ан 
D =S + („суў | 
САА + ри 
РЕТ р < 1. (6.1.24) 
设 М 为 Geo/Geo/l 排队 系统 一 个 忙 期 8 中 服务 完 的 顾客 数 , 则 
M=1+ M+ M;,+ -+ Му‹в)уз (6.1.25) 


其 中 Mi, M... M,,- ,相互 独立 且 均 与 M 同 分 布 . 记 M(2Z)2 M 
的 PGF, 则 
M(Z) = E(ZM) = ZE[ ZW Мә Mua ] 


=Z>E[ Zt Mt Mu | pe ЁС! 
=з k 

=Z), 2, [M(Z) OWN шш! 
РЕ 


-z> [AM(Z) + АТ! 
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=; &.ШАМ(2) + 2) _ 
# Ъ- п[АМ(2) + А] 
aZ[AM(Z) + А] 

 1- «[АМ(2) + À] 


(6.1.26) 
Bn 


A pMI(Z) + (402 +) - D M(Z) + нй = 0. (6.1.27) 
对 上 式 两 边关 于 Z 求 导数 得 
AFMZIM (D+ MZ + ApZ + Ap -1)М'(7) + Ак = 0. 
(6.1.28) 
故 


E(M)= M'(1)= = 25 (0 =+<1). (6.1.29) 


对 (6.1.28) 两 边 再 关于 Z 求 导数 ,得 
2ap[M (2Z)] +24 pM (ZIM’(Z) +2АнМ' (7) 
+ (MuZ +Ap  1)M7(Z)= 0. 

令 Z=1 并 注意 到 M'(1) = 了 ,得 


А-3 7+ 2А М) + E+ (д t Ar — 1) M (1) = 0. 


从 而 м'а)= 00—90. (6.1.30) 
ж 


р‹М)у= М1) + МмМ'1) - [M ”(1)]2 
„гу, р<1. (6.1.31) 
Ж) (6.1.25) ЕМ) У р(М) ЖЕ. н(6.1.18) [4 
Ане 1902) P+ (Аа + Ан 1) 602) +2 =0. 
(6.1.32) 
(6.1.32) Е(0)5 D(0) 比 由 (6.1.18) 求 E(9) 与 р(0)# 
单 得 多 ， 
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6.1.3 等 待 时 间 


设 W 为 Geo/Geo/1 排队 系统 一 个 顾客 的 等 待 时 间 ( 的 长 ). 
对 FCFS 规则 和 早 到 达 系 统 , 由 于 顾客 在 某 时 刻 ( 设 为 x В) Ж 
统 的 队长 (不 包括 该 顾客 ) 为 k 的 概率 是 


вау, en = i -22)(22) 


Ag IA Ap 
(Ж 6-2) ,所 以 


Piw=0]=1-2E, 
Ан 
34 2221 时 ,由 全 概率 公式 和 定理 1.1.2 以 及 几何 分 布 的 无 记忆 
性 得 
PIW = n} = У1Р{% = 1 到 达 时 系统 有 大 个 顾客 | 
ААВ 
1 AA 
= SI PIB, + В, + + B; = ni(i - ae) (2e Y 
一 ч - kn _ Ан Ан + 
= эсле (i-a) 
= (1 а)ра (ра + р)", п;>1, 


其 中 a = 22, BH 
Ам 


l-a, п = 0, 
piw = ai=] _ (6.1.33) 
pall- a)(ga + p), n = 1,2-. 
从 而 
E(W)= У аР == үү. (6.1.34) 


现 考 虑 LCFS 规则 下 的 等 待 时 间 . 设 W 为 Сео/Сео/1 НЕВА Ж 
统一 个 顾客 的 等 待 时 间 ,由 于 几何 分 布 的 无 记忆 性 和 (6.1.17) 式 ， 
有 
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w= 作 以 概率 1-。 (6.1.35) 


В+, +80,+-- +n = 6,0 а. 
所 以 W Ё РСЕ W (Z): f 
W(Z)=E[Z*]=1-a+aB(Z). (6.1.36) 
й 
И (2) = 90 (Z), W (2) = a (7). 
从 而 


E(W)= W (1)= T р&<1, (6.1.37) 
DIW) = W“(1) + W'(1) - [ W” (1)] 2 

=a0”(1) + a0'(1) — a2 [8 (1)] 2 

=aD(0) + (о — а?) [@°{1)1? 

_а(АА + д), а — а? 

(g — А)? (в = А} 

alit pyt pA- um + А) 
was . (6.1.38) 


5 6.2 Сео/Сео/т НЕВА 890 m 21) 


系统 Сео/Сео/т 的 到 达 间 隔 时 间 序 列 |J, о 2114523 1.1.4 
随机 变量 序列 且 J, ~ Сео(А). АМАН m 个 服务 台 ,每 个 服务 
台 的 了 服务 时 间 ( 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 ) 相 互 独立 同 分 布 , 且 均 服 
从 参数 为 a 的 几何 分 布 . 仍 用 B 表示 每 个 服务 台 对 每 个 顾客 的 服 
务 时 间 . 由 假设 知 B ~ Geol yp), 并 设 到 达 间 志 时 间 序 列 与 各 个 服 
务 台 的 服务 时 间 相 互 独立 ,每 个 服务 台 的 所 有 服务 时 向 也 相互 独 
立 同 分 布 ， 

(1) 队 长 的 平稳 分 布 

仍 以 X. Y, ,ZZ 分 别 表示 早 到 达 系 统 Geo/Geo/m fE п ,n,n + 
时 系统 中 的 顾客 数 , 因 为 
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AC + ЭЛЕМДА ДЖЫ. 


0<;<;<m-1, 
КД ін, ism], 
=РІХ,.1=31Х, =i}= АС? ы" АС ftl- imti” i- 1, 


ауа, ¿Zm 
Ар", j=i+l, i2Zm, 
0, 其 他 
《6.2.1) 
{这 里 应 用 到 一 般 规定 : 当 j> m 时 C=0). 从 而 知 系 统 Geo/ 
Geo/m ЙК A pf ЕХ, по ЭРИК КЕЕ. Е 
py АО Р Орта jm, і туи 
中 令 i+1-j=k, 则 
АС? mas)” u” ti- i+ ACh 15 tl jm i i-l 
= ACR R” t + АСЫЛ р" ,R=0,1,2, ,m+1. 
注意 到 :Ci' = nt 0. 记 
B, = АС ики" " ВАСА Ти" tél p=0,1,. ,m+l. 


(6.2.2) 
MUI X ,= 2018538185 EE 
Грод Фи 条] 
Р Ри 及 1 人 
Da 1,0 Da- 117551" Ёея-1,т-1Ёт-1т О 
p= В, +1 Ё В, Во 0 Gan 
Ü Bn+] Вы В, Во 和 


0 BT Bibo Dee | 
| (6.2.3) 
ШЖ Х„, п 01 ERTAK АЗЕКЕ. 由 平稳 分 布 定义 ， 
£ 
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лу = У, Xipio + ma Ü +1 5 


и+1 


一 r-i, t Улм + rh- uo 1А m, (6.2.4) 


在 x, = ЭТИЛ > m Ё x, = ot ,18 
н, 
从 而 


— Sl агас" + АС! “Їн! 
=À (pa + р)” + А (pa + р)”, 
即 | 
о= (А+ Ас) (ро + н)". (6.2.6) 
解 方 程 (6.2.6) 可 得 o 的 一 个 根 (0< ao<1), 由 此 得 
m= C, Ё=т,т+1,. (6.2.7) 
MAX, ,nn 之 01 的 平稳 分 布 为 
和 rr m 1 Са", Co 0<2а<1. 


(6.2.8) 
由 (6.2.4) 的 第 二 式 得 
т-1 ж +1 
т, Ујка 一 УЙ ti 
= ЕЁ i 
ты Ёк-1,& 
1 "1 mtl 
Е Ар! Е Е > туре 一 Ул], 1] E= т. 
{=} i= т 
(6.2.9) 
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再 由 Уа = 1 可 确定 C, 从 而 可 得 12, , п 2201 的 平稳 分 布 .因为 


"0 < k < m 时 
P|Y, = k| = > Px, = i| it 


Ё 
+ 2, PIX, = m + Сти тА! 


> Усы k i-k m+ E rn curt -k m+i- kri, 


(6.2.10) 
мро m + 1 H, 
PiY, = k] = Pix, = m + Стд: 


— > п С" mt (6. 2. 11) 
所 以 当 (0< az<<1) 时 依照 (6.2.10) 与 (6.2.11) 式 由 1X ,n2201 Ë 


平稳 分 布 1m ,&32 避 可 求 得 | Y。,n3z0| 的 平稳 分 布 | re 2201. 

(2}&(®:>0)И BB 

对 Соо/Сео/т 排队 系统 ,我 们 现 讨论 其 中 (二 0) 阶 忙 期 
的 分 布 .系统 Сео/Сео/т 的 到 阶 忙 期 定义 为 ;从 有 上 个 顾客 在 等 
待 服务 时 起 ,一 直到 首次 有 一 个 服务 台 空闲 时 止 这 段 时 间 , 记 为 
Ar f Ao 是 指 系统 中 有 zm 个 顾客 时 起 一 直到 首次 有 一 个 服务 台 
空闲 时 止 这 段 时 间 . 

ЖЖЖ А, Ё РСЕ. У m 个 服务 台独 立 工作 每 个 服务 全 的 
服务 时 间 都 服从 参数 为 庆 的 几何 分 布 ,由 于 几何 分 布 的 无 记忆 , 当 

个 服务 台 都 进入 工作 后 ,这 m 个 服务 台 可 以 看 成 服务 时 间 为 

тіл {Bi| 的 一 个 服务 合 (其 中 B, 为 第 i 个 服务 台 的 服务 时 间 ). 
MEM 1.1.5 的 (2) 知 V= min {Bi —Geo(1 - р"). МТ Ao 可 
UERR HHH min | Bi| ,到 达 间隔 时 间 服 从 参数 为 А ЁЛ, 
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何 分 布 的 Сео/Сео/1 排队 系统 的 忙 期 再 由 (6.1.18) 式 知 Ao 的 
PGF 为 
(1- 6") 21АА (2) +А] 


А02) = жад Zr SITE (6.2.12) 
从 而 
_ 1 А 
ЕСА) = т, r=, (6.2.13) 
Dla) HEU- 2) А 


= , ——<1. (6.2.14) 
(1- а" — A) 工 一 н" 


设 Mo 为 在 一 个 零 阶 忙 期 中 服务 完 的 顾客 数 , 则 由 (6.1.26) 式 ， 
Mo РСЕ 为 
(1— pp*)Z[2Mo( ZY)+A] 


М2) = 1- "AMI Z) +A] А (6.2.15) 
H 
E(Mo) = „A <1- р", (6.2.16) 
— 
~i Ya ~ 
D(M = 00224) А с, 
O- pY l- 
(6.2.17) 
因为 有 
A= Ам + An т + Ags (6.2.18) 


其 中 А тА Geo/Geo/m 中 有 一; 个 顾客 在 等 待 服务 时 
起 一 直到 有 上 一 j 一 1 个 顾客 在 等 待 服务 时 止 这 段 时间 ,j =0,1…， 
,其 中 -1 个 烽 客 在 等 待 服务 表示 有 一 个 服务 台 空 闲 . 由 于 独立 
假设 和 几何 分 布 的 无 记忆 性 知 Аш, Ау‘, Ao 相互 独立 且 均 与 
Ав 同 分 布 .所 以 А, 的 PGF 为 
A,(Z)=[A0(2)]*1,1<1- и”. (6.2.19) 
Ao(Z}) 由 (6.2.12) 式 确定 .从 而 
Е(А,) = (Е+1)/(1- р" - А), A <l- н", (6.2.20) 
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(+ DL Br) t 22] 
【1 一 pm А)? 


D(A,)= ; А<1- g". 


(6.2.21) 
设 M, 为 在 一 个 A 中 服务 完 的 顾客 数 , 易 见 , M, 的 РСЕ 为 
M,(Z)=[M((Z)]°*l A <1- n", (6.2.22) 
其 中 Mo(2Z) 由 {6.2.15) 式 确定 , 且 
E(M,)=(&+1)E(M у), РСМ) = (k +1)D(M.). 
(6.2.23) 
(3) 等 待 时 间 
设 W 为 Сео/Сео/т 排队 系统 中 一 个 顾客 的 等 待 时 间 ( 的 
长 ), 在 平稳 条 件 满足 下 , 即 0<p<1 下 , 当 该 顾客 到 达 时 队长 为 上 


(4 洋 0) 的 概率 为 nasr Him k EO RRE, Mi ,之 0| 为 说 人 过 
程 |X,,n 污 01 的 平稳 分 布 ,由 本 节 的 (1) 确 定 .于 是 有 


PIW = 0} = 5%, (6.2.24) 


в+16-1 k-m+I 


PIW = nÍ = > p| Ууу = nm， n = 1,2,7, 


(6.2.25) 
其 中 Vi » ү», Va 相互 独立 , J Ej V 一 Geo(1 — п") ЛЯ. HE 


理 1.1.2 知 Ў) V, ШАА): 


k— m+1 


Р} > V, = п! = Ёт (1 一 н") "1 (pe) tm 
i (6.2.26) 
W PEW = n) = P Op G- r= (iY, 


k= m 


n = 1,2,51. (6.2.27) 
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8 6.3 ”Geo/GA1 排队 系统 


系统 Geo/G/1 与 系统 Сео/Сео/і 的 惟一 区 别 是 系统 Geor 
Сл 的 服务 时 间 B 服从 取 正 整数 值 的 一 般 分 布 . 设 g = РЕВ = 


#},Е=1,2,3--,Е(В)=--,Е(В?)= b”. 


6.3.1 队长 的 平稳 分 布 


设 Q, 表示 迟到 达 延 迟 进入 系统 Geo/G 1 中 第 ”个 顾客 服 
务 完 ( 离 开 系 统 ) 时 系统 中 的 顾客 数 , A, 为 第 n 个 顾客 服务 期 间 到 
达 系 统 中 的 顾客 数 , В, 为 第 个 左 客服 务 时 间 ,B, 与 B 同 分 布 . 
因为 


А,+1= МОВ„+‹), (6.3.1) 
Ә,.1= 9, -Е(9,) +А, +1, (6.3.2) 
其 中 
0, Х=0, 
є(Х)= 1, Х>0, (б.3.3) 
从 而 А, ,1 的 PGF( 记 为 A(Z))38 


A(Z) =E[Z^a] = E[ZNB] = YE[Zwto]PjB = al 
= У У) Zap | NG) = БРІВ = пі 


TIT -Р\В = п} = У) [az + РІВ = n} 


= В(л +à), (6.3.4) 
其 中 B(Z) 为 B 的 PGF. 由 (6.3.2) 式 得 | 
PIQ, =} 19, = il =Р{А„„=у+Е(1)—-} 

=PÍN(B) = j + e(š) ~il 
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PIN(B) =j+1- il, 421 
[PIN(B) = jl, = 0. 
ATARATE Q, nS E yK KEE. Б k. = PIN(B)= 
ji ,j 庆 0, 则 1Q,,n 之 1| 的 转移 概率 矩阵 为 
ko Ар k Ë Ë 
ko bh b b h 
Po=|0 а b ka ks “|. (6.3.6) 
0 0 k h h 


(6.3.5) 


易 见 
k; = PIN(B)= jl = УТСАА" ig, En = PIB = n}. 


(6.3.7) 

由 (6.3.6) 式 易 证 : 

(а) Q, ,n21] ERAS Ауд + Ё1< 1, 

(b) 如 果 |QQ, ,n 实 1 是 不 可 约 的 , 则 {ffQ, n21 ERM. 

证 (a) 设 1Q,; ,nn 之 1| 是 不 可 约 的 ,如 果 kot, M pi 和 A 
PIQru = 让 对 于 所 有 ji < i JN 0, 于 是 对 ji ij, 
IQ, ,nn 实 1 不 是 不 可 约 的 . 

如 果 kotki =1, WMF :>1 E ро 0 E pi;=0, 这 样 不 能 
由 0 或 1 到达 i(>1). 于 是 1Q, ,7n 宇 让 不 是 不 可 约 的 .反之 设 0< 
k <1 且 0<kot+ Ri1 气 1, 则 至 少 存在 一 个 正 整数 r>1 使 得 有 ,> 
0, 首 先 对 任意 j<i pili- j)= b 220, FE i 一 j .如 果 j>i> 
1, 则 总 能 找到 与 1 使 得 Py(k+ I)= ыо, Й, у= 5,7 = 
2,г=3, 


k, k, Е? 
i »i+r—1=4 +i +2(r—1)=6—— —¿+2(r 
—1)-1=5, 
Вр р›(2+1)=2А3>0,&=2,!=1.И} 2 一 5. 又 如 设 i= 5,3 = 


k, 


k, 
7,r 二 2, 则 5=i it+tr-1=6—— h i +2(r-1)=7=;j;, 
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Вр р,;(2+0) = 2230 = k2 >0.Т1 5—7, 4 ¿= 0 BJP, ti f 8] k 
与 1 ,使 得 p; (l+ Е+/)=!**М,>0. 


例如 , 设 i=0,j=3,r=5, 则 :; 
4——°—,-2=3,Ш р(1+2) = 二 ?>0,=0,4=2, 所 以 0 一 
3. 又 如 设 i=0,;=6,r=2, 则 : 


Ë 
r=5 一 一 = 一 1= 


k, 
r=2— r+ р 1 = 


3 一 和 -+3(0r 1) 64 ве (1) е5 ў — r+ 
45-1) =6= 3, р5(1+4=0) = kkt = 25220 БИРУ 0—6. ЯҢ 
рю = Ёо > 0,24 1221 Rf pir) = АА !1>0, 所 以 对 任意 :之 0, 有 
ii. МЕХ 2,320,963. РАО, пгт. 
HRALO ,x 之 1} 是 不 可 约 的 ,又 因 ре = >20 所 以 0 是 
非 周 期 的 ,从 而 和 Q, ,nx 写 11 是 非 局 期 的 . 
出 (6.3.6) 式 与 平稳 分 布 定义 ,得 


+1 


л; = nok; + 之 mi- A j 20. (6.3.8) 
IQ, па lx, JPO ИЖЕ Q(Z), 则 


о j+] 


Q(Z) = 5), = nolz + > У] mk TERVA 
320 320 j= 171 


= хоВ(А2 + А) + У Ул 


i=D m=0 


= xoB(AZ + À) + У) ( Уа.) 


m=0 j= ж 


=xoB(AZ + À) + D тын 7", 
m= 0 і= 


= поВ(А + А) + У\ я, ,2"В(А2 + А), 


m =Ü 


=m B(AZ + À) + (Q(Z) — яо] BQZ +з) 


即 
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noll — 2Z)B(AZ +1) 


Q(2) втту Z (6.3.9) 
令 Z=1, 可 得 ко=1-4, (6.3.10) 


因为 xo 为 概率 ,所 以 0 魏 ro=1- A< Ba zo=0 kt, 
QZ)=0 ,平稳 分 布 不 存在 , 当 xzo=1 时 ,0= пр r= пз. P 
以 这 时 平稳 也 不 存在 . 故 只 有 当 0<1 -А<1 时 即 当 о<^<1 时 
平稳 分 布 存在 , 且 其 PGF 由 (6.3.9) 式 给 出 .从 而 z= lim P | Q, 
= ја P|Q=;jl= z. M 
1 


| 4?| 5%) —— À 
E(Q)=Q (1)=o+ 2(1- р) , as 
(6.3.11) 
平均 排 ( 等 待 ) 队 长 为 
lpm- L | 
Е(9)= ус, =S (6.3.12) 


现 考虑 早 到 达 系 统 Geo/G 71 的 队长 的 平稳 分 布 . 设 R, 为 早 
到 达 系 统 Geo/G /1 中 第 ”个 顾客 服务 完 离 开 系 统 时 系统 中 的 顾 
客 数 , 则 
R,-1+A, 1 3,21, 
Re щ R, =0 BF, 
其 中 C. ;| 为 在 R, =0 条 件 下 ,第 n + 1 CARRA Fj j| 9) 
达 的 顾客 . 记 РІС, I = ¿] = с, 320 则 因为 系统 是 早 到 达 的 ,在 
R, =0 的 条 件 下 ,第 n +1 ERER n 个 顾客 离开 系统 后 某 时 
刻 S 到 达 , 即 在 (S,S+ ) 中 到 达 , 因 此 在 (S+,S+1) 中 不 可 能 再 
有 顾客 到 达 . 又 因 第 n+1 个 到 达 后 ( 因 R. =0) 立 刻 进 和 人 服务 ,所 
以 在 他 服务 的 第 1 个 单位 时 间 中 , 即 在 ($,S+1) 中 不 可 能 有 ( 除 
他 外 }) 顾 客 到 达 . 从 而 
C, =P |C, = j! = PIN(B,..) = j | R, = 0! 
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(6.3.13) 


= У) PING - 1) = jig = Уа. 


к= 3+1 


C, +1% РСЕ 为 


> zc, -Ðz У) СААР 15р 


k=j+1 


由 (56.3.13) 式 得 


4 


Жоо (AZ): A TI) вц 
= > (AZ + А) в 


= У! (AZ +A)” g /AZ + А) 
isi 


_ B(2Z +) 
AZ+A ` 


zyc aia ір; 1 


py = РІВ, = j| R, = il 
РІА, 41 = ј+1- 4} = 
P IC, =j] = С, 


Ritt-isi = 1 


0. 


(6.3.14) 


(6.3.15) 


(6.3.16) 


(6.3.14) (6.3.16) RARA HEIR, n ®1|ЖХ ККФ, 


B H: 3638 НЕН 
Co Ci C2 
b kh k 
0 ko k 
Р, = 
R Jo O k 


0 


C3 
k; 
kz 
k, 
ko 


C4 
k4 
k3 
k; 
kı 


(6.3.17) 


类 似 于 过 程 | Q, nPI RHE TARIR, nPI HIFR: 


(а), ,nn 之 1 是 不 可 约 的 人 SO0 k Skt h <1. 
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(b 3E[R.,n2>11E 69 MR, п®1| ЕЕ ЯЯ. 
(OMR O< 4 <1,MIR,,n211 РЕЛЕ. 
由 平稳 分 布 定义 有 


Лл; = тос; + Уай, j > 0. (6.3.18) 
i=1 


JIR ,nn 之 1| 的 平稳 分 布 的 PGF 为 R(2Z), 由 (6.3.18) 式 ,用 类 
似 于 求 (6.3.9) 式 的 方法 ,可 得 

roA(1— Z)B(aZ +1) 
(QAZ+A )[B(AZ+2A)- Z] 


其 中 a =l e = А, Вр 
À н 


В(2) = 


(1-0)(1- 2)В(А2+А) _ А 


R(Z)= (AZ+A[IBQZ+)A) Z] f и 


从 而 得 平均 队长 
А? põ-1 
ER)=R U) = урта +р-А, 0<1. (6.3.20) 
6.3.2 tH 


设 0 ARAPERA RA Geo/G/1 КИТА С) „00 
0=B+0, + @у+ + Åy). (6.3.21) 
其 中 80a @5 938 R $h Н. ВЫ # 同 分布 的 随机 变量 , 记 8 
的 PGF 为 0( Z). M 
Z) =E [78+81+ 91+" + Ow) ] 


= S ZE [Z + 62+ tb) 1а„ 
л=1 


Е ЭЙ, DELZ ICAA" g, (00 = 0) 
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-= 512" (0(2) + 0) ч, 


= B[)Z0(Z) + А2]. (6.3.22) 
故 


FE(9)= 17, А< н. (6.3.23) 


因为 Xo= ,所 以 对 于 迟到 达 延 迟 服务 系统 Geo/G /1(2.3.11)җҖ 
也 成 立 .因为 


(2) _ 
ga) = Ë 2620 , о<1, (6.3.24) 
所 以 
(2) _ — 
D(0)=#@'()+@'0)-[0'()]2 = 8289 ~ шг Ito o<], 


PEES 
(6.3.25) 
设 M 为 一 个 8 中 服务 完 的 顾客 数 . 则 
М=1+ M+ М+М), 
其 中 M, Mo Myo AEM HH M 同 分 布 .从 而 M РСЕ 
为 
M(Z) = E| Z Mt Mt + Mg) ] 


= ZB[AM(Z) + 4]. (6.3.26) 
故 
__1_ 
Е(М)= үг, р<1. (6.3.27) 
н (6.3.25) RA 
D(M)= E[N(B)]D(M)+ D[N(B)][E(M)] 
= D[N(B)]_ D[N(B)] 
= ҚМ) +2255 ПЕРУ, KP р<1. (6.3.28) 
因为 


Е[М(В)] = 2) gELN’(n)]= Dg Lm + n(n — 1)22] 
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=p+ |o? -|= радо -ap 


= А260) + др, (6.3.29) 
所 以 
р[м(В)]= л220) + др р, р<1. (6.3.30) 
故 
2Ff2) L Jam „2 
рем) т, p<1. (6.3.31) 


6.3.3 等 待 时 间 的 分 布 


E W,T HIA GeozG 71 排队 系统 一 个 顾客 的 等 待 时 间 与 
扣留 时 间 , 对 FCFS 的 迟到 达 延 迟 进 人 系统 有 
Q(Z)=FE(ZNC D). (6.3.32) 
记 T(Z)= Е(27). Н 


E[ZN(T)] = SIE[28C00JP|T = n| = УМА + XINPIT = n] 


=T(AZ +à), (6.3.33) 
由 (6.3.32) 式 得 


T{AZ +À)= Q(Z)= (1—p)(1- Z)B(4Z + А) 


B(AZ+2)- Z 
дэш =з ATO) ERU Ваа, 换 成 <, 得 
ras DO ea 
ЯН T=W+B RW ЫВ, W 的 PGF 为 
w= ERLE, (6.3.35) 


HX Q= м( Т) = М(У +В), НИ E(Q)= E[N(T)] = 
AECT) Н (6.3.11)549 


_E(Q) 1 А2 -р 
Е(Т)= = 12 0<1. (6.3.36) 
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从 而 得 


因为 


所 以 


即 


дв?) _ 


= 一 =#2 P 


(6.3.37) 


E[N2(T)] = SELIN? (n)]PIT = я) 


= Y1[m + n(n- )22]P1T = п) 


=AE(T) + А[Е(Т?) - E(T)] 
=E(Q) + АЕ(Т?) — AE(Q) 
=AE(Q) + АЕ(Т?), 


D(Q) =D[N(T)] = E[N XT)] - IE[N(T)]!° 
=E(Q)à + A2E(T2) - А?[Е(Т)} 
= АЕ(9) + A2D(T), 


DIT) = 10009) -证 (q)] 


= 一 全 一 一 -一 , (6.3.38) 


D(W) = D(T) – D(B) = D(T) - b”? ~ 2 


(6.3.39) 


设 W 为 迟到 达 延 迟 进 入 系统 Geo/G71 中 一 个 顾客 在 LCFS 规则 
下 的 等 待 时 间 , 则 有 


= В.+01+0,+--+ 0а), W>0, (6.3.40) 


КРВ, жвн, (3.3.51), В, РСЕ 为 


B,(2)= £1 821 (6.3.41) 


- 221 ` 


从 而 
Е(В.)=В'. (1) 471, (6.3.42) 
所 以 W #0 РСЕ 为 (由 (6.3.10)) 
W(Z) =Е(2%) = 1 — p+ pE [ZB +t t na] 
=1- po + oB, [2Z0(Z) + А2] 


_,_ À ~ AB[AZ0(Z) + 2Z] 
=1-р+ гог) а ' е <1. (6.3.43) 


由 (6.3.40) 与 (6.3.42) 式 得 


E(W)=plE(B,)+ Е(Ө)АЕ(В.,)1= е[Е(В, +40080 2 
_ АБО) -p 
=pE(B1) i" p<1. (6.3.44) 


5 6.4 Geot/G 71 排队 系统 


系统 Geo/G71 与 系统 Geot G Л 的 惟一 区 别 是 系统 Geo: /GA 
每 次 到 达 的 笑 客 数 不 是 一 个 ,而 是 一 批 (& 个 ). £ 为 取 正 整数 值 的 
一 般 随 机 变量 ,E(&) = 7,D(&)= 2, BE £ SW B, W J, 相互 
独立 ,各 次 到 达 的 顾客 数 相互 独立 同 分 布 . 


6.4.1 队长 的 平稳 分 布 


É Q, 为 壕 到 达 延 迟 进 入 的 Geot /GA1 中 第 n 个 顾客 服务 完 
(离开 系统 ) 时 系统 中 的 顾客 数 ,A, ЖЖ л 个 顾客 服务 时 间 中 到 达 
的 顾客 数 , 则 

Qu. i= 9, – (9м) t Aneit lE- 1)е(1- Q,), 
(6.4.1) 
其 中 etz) 由 (6.3.3) 式 确定 .因为 
An+1= is E263, +e + Encp (6 一 0)， (6.4.2) 


其 中 S162, 3, + … 相 互 独立 均 与 £ 同 分 布 , 所 以 
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E(A,,i) = E(ë )E[N(B,.,)] = 人 - (6.4.3) 
为 保证 | Q, ,之 1| 的 平稳 分 布 存 在 ,在 一 个 顾客 的 服务 时 间 里 到 
达 的 顾客 数 的 均值 必须 小 于 1, 即 p= 人 <1. 又 由 (6.4.2) 知 


”Р(А, +1) =E[N(B,.i)]D(8) + D[N(Bsx.i)] [Е(г,)}? 


= D[N(B,.4) ]r? 
2 
=l, 2А дов - +) А] 
Р Р Р 
= 46, + rp + А2260) — Arp- o. (6.4.4) 
及 w+1 的 PGF( 记 为 A(2Z))28 


A(Z) = ELZ Т бөр] 
= Уу [At(z) + FIPIB = N| 


= В[лЕ(2) +41], (6.4.5) 
其 中 &(2) 为 & 的 PGF. 由 (6.4.1) 式 得 
E[ Ze. ] = F[Z89,-*(0.)+A,  +(#-1)e(1-G.)] 
= ВГА (2) + A]JE[Z8,-s(Q )+(g-1)e(1-Q.) 7. 


(6.4.6) 
因为 
Е[79.7*9,)+0-0е0-9)]р(о, = k} 
— УЗЕ «Ө+е-Э‹й-Ю үр, = b! 


k=0 


= Е[7©1]1Р|О„ = 01 + 31E[Z:1]P IQ, = k| 
= 了 38(Z)PiQ。 = 0! + 1[Е(28.) - P[Q, = 0]! 


= PLQ, = 01[e(Z) - 1] + 8028.1, (6.4.7) 
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记 
zg= limP{Q,=k|, Q(Z)= lim(Z®), 
在 o<1 条 件 下 , 令 oo ,由 (6.4.7) 式 得 


Q(Z)= 01202) _ 1+2) A(Z), 


Вр 
001 = 2(2)181АЕ(2) +A] 
(2) = уту Z . _(6.4.8) 
令 Z=1, 得 
| m =l e, (6.4.9) 
从 而 
_(ї-р)[1-#&(7)1В[5&(2) +4] 
902) rB[Ae(Z)+2]- rZ ‚ (6.4.10) 
且 
ELECE -1D]+ 722169 — 11 
E[Q] = 91) = p+ 15) 
2 _ (2) _ 
-p+ 一 r не. (6.4.11) 
6.4.2 Л 


@ 3.3.3 TRE, DA @ OR H t (£ 4) BR 5] H P) 
期 ,用 4 表示 由 一 个 顾客 引出 的 忙 期 . 则 有 


É 
8 = У), (6.4.12) 
i=1 


д = B + Ө, + 89, + + Өм), (6.4.13) 
8 = U + Ө, + 全, + Өмет) › (6.4.14) 
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其 中 
U = >s. (6.4.15) 


91,8,,8;3,"… 相 互 独立 均 与 8 TERAN bz, B44"… 相 互 独 并 
均 与 8 同 分 布 .8,9,U 的 PGF 分 别 为 8(2Z),8(2),U{2Z). 则 用 
类 似 于 3.3.3 节 的 方法 ,得 


@(Z) = #[0(Z)], (6.4.16) 
0(Z) = ВІА29(2) + 27] = B12Z#[6Z] + àZ}, (6.4.17) 
U(Z)= #[B(Z)], (6.4.18) 
@(Z)= U[2Z8(Z) +А21= #1В[А20(7) + АХ], 
(6.4.19) 
E 
Е(0)= 1, pa?! <1 (6.4.20) 
р АР’ 22, * ` 
Е(Ө)= 2 z> e<l, (6.4.21) 
_ 62 +202 r+ rp b” 一 гир? 一 rp 
D(8)= “2 (1- р)? Й о<1, 
(6.4.22) 
_ p62+2r2—r+ ги?) — rpo — ғр 
р(8)= тст рт. , р<1. 


(6.4.22) 
D 天 示 在 一 个 8 中 服务 完 的 顾客 数 ,M 表示 在 一 个 8 中 服务 
完 的 顾客 数 , 则 


У = SIM, (6.4.23) 

M= 1+ >, + 7.4 Ў ву, (6.4.24) 

51 = + >, + >, + + Эмил, (6.4.25) 

н 5), 21, дл»? 相互 独立 均 与 >) МЯН, M, Ma, Mae 


相互 独立 均 与 M 同 分 布 , 则 有 
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>}(2) = &[M(2)], (6.4.26) 
M(Z) = ZB[a 27 (Z) + |= 2ВіАЕТМ(2)] + 21, 


(6.4.27) 
D1(2) = ẹja DI(2) + | |， _ (6.4.28) 
且 
Е(У]) = rE(M) = st p<1, (6.4.29) 
E(M) = 125, o < 1. (6.4.30) 
因为 
р(})) = o? 一 ro + rp + А?г5Ь®) 一 Apr? 


(1- р)? 


2 
р(})) = yD(M) + а? [E(M)]? = yD(M) ta y 
(6.4.31) 
故 
— в) 
D(M) = 1 po -4 i | 
_ 00? — ур? + И PED – дуо 
一 y (1 — р)? з о < 1. 
(6.4.32) 


6.4.3 等 待 时 间 的 分 布 


їй W 为 排队 系统 Geot /G 1 的 等 待 时 间 ,p<1. 
(1)FGFS 规则 下 W 的 分 布 
类 似 于 3.3.4 r, W 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 该 顾客 所 在 批 
的 等 待 时 间 , 记 为 仇 /, 另 一 部 分 是 该 顾客 在 批 中 的 等 待 时 间 , 记 
为 W,, 即 
W= Wy + W,. (6.4.33) 
因为 W, Ej W, 独立 所 以 有 
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W(Z)= W,(Z)W,(Z). (6.4.34) 


因为 系统 Geos/GZ1 的 W, 可 以 看 成 为 服务 时 为 = УВ, 的 
Geo/G /1 排队 系统 的 等 待 时 间 , 再 由 (6.3.35) 式 知 ,Wj 的 PGF 
为 


W/(2) -人 [由 (6.4.18)] 
~ (1-6) 2) p= 他 < 1(6.4.35) 


Т A[B(2)] + 2 — Z° 
在 长 为 & 的 批 队 列 中 ， 设 在 该 顾客 之 前 的 顾客 数 为 £, JII £ p ЕЕ 
负 整 数值 的 随机 变量 ,上 且 有 

W,(2)= ЭВ, (B.=0). (6.4.36) 
由 (3.3.51) 式 知 , 研 , 的 PGF 为 


Ww,(2)= <[B(Z)] = 1 ALBA. 


h 6.4.35) 16.4.37), W #9 PGF 为 


_ (1-0) Z) 1-ё[В(7)] 
(2) = lB] aZ i= B(Z)) (6438) 


(6.4.37) 


RE. 
2) _ 
E(W) =E(Wp) + E(W,) = FKP + к(г)Е(В) 
д2 +2 - r AE(U2)- 
=r БАО т р 
= Zra + 2 o) (6.4.39) 
又 因 
2 
E(U2) =D(U) + [E(U)] = rD(B) + 2 1, + 2, 
н и 
(2) _ I o, у? ( ) 
= rb" — — + + + —, 6.4.40 
É t t 
故 2,4,2 2,2,0) 2 3 _ „2 
E(W) = gt r r Ab — Àr + Ато, + Ar — rp 


2ғр 2ғи?(1 — р) 
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260) — д2 р + po, + ты — ти 
2r’ (1 – р) 
Ат? ИБ) — Ат? + д + р? r 
— (1-р) 
(2)1СЕЅ 规则 下 W 的 分 布 
类 似 于 (1) 有 


_ Аг? н 


„o < 1. . (6.4.41) 


W= Wy+ W, (6.4.42) 
因为 W, 和 W, 独 立 , 且 当 W, >0 时 
W= B, +0 teet Owa)» (6.4.43) 
所 以 W, 的 РСЕ 为 ( 设 到 达 时 系统 空 的 概率 为 ro》 
W/,(Z) = xo + (1 — m) ELZ” + Ө, + Ө, ++ + Өм) 
= mo + (1 ло) В. [AZ8(2) + А2] 


gli- B[2Z8(Z) + А2 ]| 
1-4Z0(Z)-2Z ` 


= mo + (1 — яо) (6.4.44) 


$ 6.5 Сбео/Сео/- 系统 的 忙 期 


我 们 定义 忙 期 为 服务 器 ( 员 ) 连 续 服 务 的 时 间 间 隔 , 定 义 & 阶 
忙 期 为 从 系统 中 有 个 信 元 {顾客 ) 时 起 到 系统 空 (没有 了 顾客) 时 止 
ЖЕН, ШЕ k 阶 繁忙 期 为 从 系统 中 有 个 信 元 在 等 待 服务 
(不 包 括 正 在 服务 信 元 ) 时 起 到 有 一 个 服务 器 (服务 台 ) 空 用 时 目 这 
段 时 间 . 忙 期 的 长 5 阶 念 期 的 长 和 下 阶 繁忙 期 的 长 分 别 记 为 二， 
W, A AKENEHI A 为 繁忙 期 , 它 被 定义 为 从 系统 中 所 有 
最 务 台 都 进入 服务 时 起 到 有 一 个 服务 台 空闲 时 止 这 段 时 间 . 排 队 
系统 Geo/Geo/ МОХ РЕ Йй Ж Ж: (1) ЗА [В| ШЕН ЇН] ЕЭ] | Ј,, 32211 
R ЛЭШ у Б ТАЛЕ ЕНЕ И, J Gela) ‚А, 是 系统 状态 (系统 中 的 
顾客 数 )7 ВРК, (2) ИЖ RA ИНЕ В, 21118 E — F 38 
立 随机 变量 序列 ,B, Geol) ,Am 是 系统 状态 j МОҢ; (3) 57 
服务 台 的 服务 时 间 独 立 同 分 布 , 均 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 ;(4) 
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J J21 RB 2211 相互 独立 ,因此 ,排队 系统 Сео/Сео/, Ж 
T Geo/Geo/n ,Geo/Geo/n/n ‚Сео/Сео/п /N ( a< N) , Geo/Geo/ 
n /m /m ( nam ) R Geo /Geo Zoo S£ ## А ЖЖ. 
6.5.1 两 个 引 理 

引 理 6.5.1 设 Bi, Bł; B, Жп 个 独立 随机 变量 , 且 В; ~ 
Geo(po) ,j=1,2,3…,n, 则 

min(B1, Bz, B„)~Geo(1 — TI t), 
其 中 
m= 1- z, J=1,2,- n. 

证 明 是 简单 的 ， 

引 理 6.5.2 设 ho 是 排队 系统 Geo/Geo/n 的 繁忙 期 . 则 A, 
的 PGF 为 


Aze AA a А<6, (6.5.1) 
R 
Ela) sgp РСА) = (0145, A<6, (6.5.2) 


Й 6=1-р",6=1- 6. 
证 明 与 定理 2.3.5 的 证 明 类 似 . 


6.5.2 Geo/Geo/* 系 统 和 的 忙 期 


定理 6.5.1 É W, 是 排队 系统 Geo/Geo/ 的 ; ИЯ, 
Wi;(Z) 是 W, 的 PGF, 则 


LATA - Wt(Z) + А2) 


А2 
+A W; 102) 1,3921; 
№02) = 1. 
证 设 a 是 从 系统 中 的 顾客 数 变 为 ; 时 起 一 直到 有 一 个 顾 
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(6.5.3) 


客 到 达 系 统 时 止 这 段 时 间 ,B 是 从 系统 中 的 顾客 数 变 为 了 时 起 一 
直到 有 一 个 显 客服 务 完 离开 系统 时 止 这 段 时 间 , 册 几何 分 布 无 记 
忆 性 和 独立 性 假设 知 а, ~ Сео(А,), A — Geol uj), E а, 55 8 独立 ， 
НЯ 6.5.1 SQ minlaj, 8) ~ Сео(1 — 2;u;). Ж УЖ ЮР ИШ 
客 数 变 为 у 时 起 ,经 过 时 间 min(ow,B) 后 ,系统 中 的 顾客 必定 要 发 
生变 化 ,或 者 j>j +1, 或 者 jl RË jj ,所 以 由 全 数学 其 
望 公式 ,有 
W,(Z) =Е(7%) = ELZ™"% I[E(Z™ | a, < 8)Р\а < pl 

+ Е(2% |а; = В;)Ріа; = Bl 

+ Е(2% 1а; > B)Pla > gt] 


~ МӘГ WD 5 + 7,102) ii 
1- А2 Аш; 


+ "чю 

T Aij 
=i А; 2714 W, (Z) + À; W, 02) + А 102)] А 
又 显然 有 Wo(Z)=1, 从 而 定理 6.5.1 得 证 . 


So: < œ, вирд; < о, Dipan < co 时 ,有 
4=1 i20 


i=l 


E(0,) = e = ур (6.5.4) 
Е(@) = gı = 0:020; ~ 1), (6.5.5) 


1 Aipiàzur  Ài-1ui-i , 
其 中 = 一 -oji= 一 一 一 一 一 ‚1222. (6.5.8) 
A Атр P AI1HI1A2A2 Юн С 
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证 ”在 (6.5.3) 的 两 边关 于 Z 到 一 .二 阶 导数 后 , 令 Z= 1,3⁄ 
利用 公式 о = W (1),g,= W (1) + W/ (1) 得 
1 1 


=— + Аша; + Ашо + Àm; 1), 
©; 1 = А; 1-a. Dj + 1 Ft 60; jË; -1 


(6.5.9) 
, = Hi — — . {iew + Anw. + Auw 
W; (1) (1—5)? С) М5! АД ©; 1) 
+ [WD + Ад D HRW (1)] . 
1- 45 
(6.5.10) 
(6.5.9) 和 (6.$.10) 两 边 分 别 相 加 ,得 
р _ 1 2 
| 二 一 一 一 一 (4 Àg: на) + 一 一 十 二 二 
£; 1- T Аяй; 1 + А, + Азу; 1) 1- А; (1 一 Ауу y: 
一 所 一 { .- — ) 


1 — — . 
即 g; = AB + Ашый; 十 piEi-1+2oi 一 1) 
1— Ан; 


(6.5.11) 
H(6.5.9)48 
Аш: 
和 wj — wi-1). (6.5.12) 
i J 
令 Z= wj шуар = Аду, bj = А, j 20,108 
1 ` 5; . 
i7 utu j-1， J21. 
因为 wo 二 0,… Z= о = ECO). ЖЖ 
з= 1р0. (6.5.13) 
ајр; аю) 


因为 Zi 之 0, 所 以 wl 22 Уо. У) р, = co Jij © 22 w 22 оо; 
і=1 


i=l 


ШЖ е < co , 设 
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и„ = Бү; b, „п 221, uo = Zo = а, 
出 
bib" b, 1 6162", 
ajar An O PT a, ааута, "С! 
故 
и-и = І аата, с, п 22 1 
п я-1 a, biba ba ш 2 + 


HE O S u, < и, 1,п 之 1,, 从 而 lim z, 存在 .又 因为 ug- u, = 
Slo PiN 


w = иу = limu, + $); < ө. (6.5.14) 
注意 到 и, = Zona, 2 Pi < со 和 sup{ Аи, | < о, limo, = 
0. 因 为 系统 Geo /Geo/ - 的 线 和 人 马 氏 链 是 不 可 约 、 非 周期 正常 返 


的 ,所 以 0 < o, < on 21, Жо, = У), < ә. T. 
{=@ 
sup 2, < о, H іти, и, = 0.89(6.5.14) 3749(6.5.4). Н(6.5.12) 


得 w = —— L Dp + wj-1: 递 推 可 得 (6.5.5). 由 (6.5.11) 得 
1—2. 
831 7 gj = — + ala - 83-1) 
= aG 2) + L (6.5.15) 


G; p; iz 
比较 (6,5.15) 5(6.5.13),48 


Е(0) = g, = X) (20 — 1)p = D2w0: — а 
i=] і=1 


(6.5.16) 
(6.5.15) 得 
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£t Z 1-20; 
set al- 2а) 
这 样 ,定理 2 得 证 ， 
6.5.3 例子 与 应 用 


(1)Geo/GeoZn 系统 的 忙 期 
1-і, 1<ј<а, 
U А; = , J> ‚ж; = __ 
这 时 142015 G н", jn 
H W,= W,- + Ao. 易 见 W, 1 与 4 独立 .由 引 理 6.5.2 和 定理 
6.5.1,(6.5.3) 变 为 


W= rog EV. ;+1(2)+А(1-,2)%,(7), 


ia. WW-1(2)], i<ji<n, (6.5.17) 

W,(Z)= W,_-,(Z)A0 (Z), 

W(Z) £l, 
其 中 
(1— pr )[AZ + AZA0(Z)] 
1-—p"[AZ + AZAo(z)] ` 
fa 对 于 Geo/Geo/1 系统 ,(6.5.17) 变 为 
Лк AZWI(Z)] 
vlaz + AZW,(Z)]` 


A(Z) = (6.5.18) 


0,02) = A(Z) pl (6.5.19) 


由 人 2) 得 
О и LE+AA 
Е(0)= в, zx D8) (Ca) A< u. 
(b) 对 于 Сео/Сео/2 系统 ,(6.5.17) 变 为 


W,(Z)=; ГАРНАА) + eW) (2) + ди), 
(6.5.20) 
Ta 
л„(2)=—#157 t AZAZ) (6.5.21) 


1- [AZ + А2А,(2)) 
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解 (6.5.20) ,得 
А, 


=н — — 
02) = те uz АШАМ: (6.5.22) 
由 (6.5.22) 与 (6.5.21) 或 由 (6.5.4) 得 
wt 
EC) = w =F) ` (6.5.23) 


(0) 对 于 Geo/Geo/3,(6.5.17) 变 为 


Wi(2Z)= ГА р, (2) вА (2) + Ар], 


— Z . 
1-02 


0,02) = [A W,(Z)AQ (2) 


1-2: 2—17 
+А(1- 22) W,(Z) +X 32) W, (2Z)], 
(6.5.24) 


а т 3)[2Z-+ А7Ав(7)] 
иЗГА7 + А7Ав\ 7)] 


А, (2) = (6.5.25) 


解 之 得 

(2) = 0(Z) 

_ plZ-A e Z-A- ZA An(Z)] 

©1-[А*и+А(1-н')+А+к]7+4? н°7°+ AA 2 ALZ 
(6.5.26) 


B 


Е(в) = Оа =?) + A (Q н) TA и? А и . 
Vea- peA- р?) 
(6.5.27) 
(2) Сео/Сео/л va 系统 的 忙 期 
ЖЫ ,А;=А,ј=0,1,2:-п 1,1-0,3 =0,1,2,',п AW, 
= А+ Й, , As Gell- и”), W,-15 Ао 独立 .(6.5.3) 变 为 
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W,(Z)= DEO PW, (Z) +2(1-2)W;i(2)+ (1-2) 


W; - ((Z)], j=l, 2, n 1, 


W, (Z)= W, (Че, (6.5.28) 
W(Z)=1 . 


(a) 对 于 бео/Сео/2/2 系统 ,(6.5.28) 变 为 


Wi(2)= 2 А04 Et aW (2) а). 
解 之 得 | 
_ А201 22) 
2) = ZA AZ) -Auz -pO 
(6.5.29) 
Е(8)= о = Ё. (6.5.30) 


(b) 对 Сео/Сео/3/3 系统 ,(6.5.28) 变 为 
Wi(Z) = 2510802) Ан, (2) +], 


W,(2) = тру?” w (DG (6.5.31) 


+4(1-22)w,(Z) *2(1- 22) W(Z) |. 
解 之 得 
ApZP(Z) 
W= A PZ) Aà- gZ (1 pZ) ZPU’ 
(6.5.32) 
其 中 
Р(72)у=(1-Азн?7)(1—н°7)—Ан2(1-н3)7° 
-a(l - NZ- wz). 
н (6.5.4)19 
1— н?)(А2 2 ЖАА н) +2? 
Е(8) = — a 5153) (6.5.33) 
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(3)Geo/Geo/n /N ( n< М) £ ЮТ АА 
1-4, =l, 2, -1, 
эы, ==, -1 =} r 1 " 
1-2, J=n,n+1,-- N. 
(6.5.3) 变 成 


W,(Z)= 1- pw +102) +А(1- н), (Z) 


+A- ш), 102) 1,16 уа -1 
W) = АА" W, (Z)+ A (1 а") 9,62) 
+A(1-)W;  (Z)],naSjsS<N -1 


Wa(2)= W,. 102002702 


Ул ? 
(2) =1. (6.5.34) 
(а) Сео/Сео/1/2 系统 (6.5.34) 变 为 
w (2)=—Z—|[ uw (Z) Z + дир, (Z) +7, 
1 1-4: aZ 1 1- Z 1 # 
(6.5.35) 
解 之 ,得 
_ Ав#7(1—и7} 
WD- е уо (6.5.36) 
E 
E(W,)=E(0)= Авга (6.5.37) 
(b) 对 于 Geo/Geo/1/3 系统 (6.5.34) 变 成 
W.(Z)=+ 2. СА PW: (2) + Аа (2) + 30), 
_ Z EZ т 
02) = pig D zt eW, (Z) +W, (2) |. 
(6.5.38) 
解 之 得 


(7) = 
21-282 +кА+А Р) _ _ _ 
1-(3 и -2А)2 + (А? tippt А tA Z ` 
(6.5.39) 


2 2 2772 
E(8)=E(W,) =% аш . (6.5.40) 


(4)Geo/Geo/n Zm Zm 系统 的 忙 期 
这 时 ， 
1-5. }=1,2еп-1, 
ЕЕЕ j 


《6.5.3) 变 为 


1—7", 了 一 了 2 天 十 区 1 


_ 7 ЕХЕ КОКЕ 
wD ima” Dap W. (Z)+(m—j)A (~ py) 


-W.(Z)+[1—(m -jA 10 -)W -1(2)], 321, 2,7, п-1, 


-2 пу т _ _ 
С жн + пўА(1-у^) 
“WZ mA OW A = п,п +1, m1, 
| „(= и, (DEEE, (6.5.41) 
|0,02) =1. 


(а) F Сео/Сео/1/2/2,(6.5.41)7 у 


wz = Z mwao 


1552 Р 
Ани, (Z) +28}. (6.5.42) 
解 之 ,得 _ _ 
(=т= ә ҮГИ 
H 
E= EW, =E. (6.5.43) 
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